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XY Z[ \]^^ _`a\` YbcY d`ea`fZYZa`c^^g []edh] iZY eajj ZYj ]`Y Z[ Zjka[[Zi ^] ]l]` Z` Yb]

mdc`Ydj \ah^f n X` YbZ[ kck]h c \]c_ lchZc`Y ao mdc`Ydj iZY eajj ZYj ]`Y p Z`Yhafde]f
Z`f]k ]`f]`Y^g ig qbcha`al ]Y c^ n rst c`f uchfg c`f v]`Y rwt Z[ Z`l][YZxcY]f n X` YbZ[
lchZc`Y p Yb] kchYZ][ h]mdZh] [aj ] `a`y]ha khaiciZ^ZYg ao f]Y]eYZ`x c eb]cYZ`x p Z n] n Zo zai p\ba eajj ZY[ c iZY

b
Ya q ^Ze] p ebc`x][ bZ[ j Z`f fdhZ`x Yb] h]l]c^Z`x kbc[] Yb]` q^Ze]

f]Y]eY[ Yb] eb]cYZ`x \ ZYb c ka[ZYZl] khaiciZ^ZYg {\] ec^^ YbZ[ khak]hYg |}~�}~�� � c`f Zo q ^Ze]
xcZ` [ Z`oahj cYZa` ciadY Yb] eajj ZYY]f i ZY i]oah] Yb] h]l]c^Z`x kbc[] Yb]` zai fZ[eal]h[
Yb Z[ \ ZYb ka[ZYZl] khaiciZ^ZYg {����}~�� n X` adh kck]h \] xZl] mdc`Ydj iZY eajj ZYj ]`Y
[eb]j ] YbcY Z[ [Zjd^Yc`]ad[^g iZ`fZ`x c`f []c^Z`x c`f \] [ba\ YbcY Zo c eb]cYZ`x xZl][
ε
cflc`Ycx] Ya c j c^ZeZad[ q ^Ze] Yb]` zai ec` f]Y]eY Yb] eb]cYZ`x \ ZYb c khaiciZ^ZYg

Ω(ε2)
n Xo zai eb]cY[ Yb]` q ^Ze] �[ khaiciZ^ZYg ao f]Y]eYZ`x Yb] eb]cYZ`x Z[ xh]cY]h Ybc`

[aj ] ��]f ea`[Yc`Y
λ > 0

n �bZ[ Zjkhal][ Yb] khaiciZ^ZYZ][ ao eb]cYZ`x f]Y]eYZa`[ [ba\`
ig uchfg c`f v]`Y c`f Yb] [eb]j ] ig qbcha`al ]Y c^ n \ba kh][]`Y]f c khaYa ea^ YbcY Z[
]ZYb]h iZ`fZ`x ah []c^Z`x p idY `aY [Zjd^Yc`]ad[^g iaYb n

�a ea`[YhdeY c eb]cY []`[ZYZl] mdc`Ydj iZY eajj ZYj ]`Y [eb]j] \] d[] c khaYa ea^ oah c
\]c_ mdc`Ydj a`]�adY�ao�Y\a ai^ZlZad[ Yhc`[o]h {(
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1

)��� � n X` YbZ[ l]h[Za` p [Zj Z^ch^g c[ Z`
Yb] [Yc`fchf f]�`ZYZa` p q ^Ze] bc[ Z`ZYZc^^g []eh]Y iZY[

a0, a1

c`f zai bc[ c []eh]Y []^]eYZa`
iZY

i
c`f Zo iaYb kchYZ][ ch] ba`][Y Yb]g [a^l] Yb] (
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)��� khai^]j od^� ^^Z`x Yb] [Yc`fchf
[]edhZYg h]mdZh]j]`Y[ n ua\]l]h p Zo q ^Ze] Z[ fZ[ba`][Y c`f [b] xcZ` [ [aj ] Z`oahj cYZa`
ciadY Yb] []eh]Y []^]eYZa` iZY Yb]` Yb] khaiciZ^ZYg YbcY zai eajkdY][ Yb] eahh]eY lc^d] Z[
khakahYZa`c^^g [j c^^ n � ah]al]h p Zo zai Z[ fZ[ba`][Y c`f b] ^]ch`[ [aj]YbZ`x ciadY iaYb
iZY[ p Yb]` b] Z[ `aY ci^] Ya xcZ` od^^ Z`oahj cYZa` ciadY a`] ao Yb]j n
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ε > 0
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Ω(ε2)

¦�° ¼¯ ª© � ¤�� �©¦££ �¬ ¥
§ £��  �� ¢ �¨¢� �©  ° ¡ �¥����¬ µ¨��� ¦�° §£��  ¡¢ °���¥ b ª��© ¦°²¦��¦¬  ε �© � ¤�� ° � ��¥�©  �© ¦���¬ ª ��© ¡¢��¦��£��«

Ω(ε2) ³ º©¨¥ �©  ¡¢��� ��£ �¥  ��© ¢ ���°��¬ �¢ ¥ ¦£��¬ ± �¨� ���
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ε
¦°²¦��¦¬  �© � ¤�� �¦� ° � �� �© �© ¦���¬ ª ��© ¦ ¡¢��¦��£��« ª©��© �¥

Ω(ε2) ³ �® ¤�� �© ¦�¥ ¦�«©�ª ¯ �© � § £��  �¥ ¡¢��¦��£��«
�® ° � ����¬ �©  �© ¦���¬ �¥ ¬¢ ¦� ¢ �©¦� ¥��   �� ° ���¥�¦��

λ > 0
± � ³  ³ ª© � ¤�� ° ��° ¥�� ¥ � �©  ²¦£¨ 
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)��º ± ®�¢ ¥©�¢�¯ § £��  ©¦¥ �� ���¦££« �ª�
¥ �¢ � ���¥

a0, a1
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ai
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• �® ¤�� �¥ ©�� ¥� ¦�° ©¦¥ ¦ ���
i
¦�° §£��  £ ¦¢�¥
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v0 := OT ((a0, a1), b
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º©  ��° £ �® �ª��¡¦¢�« ���¡¨�¦���� ª  ¨¥  �� �©�¥ ¡¦¡  ¢ �¥  ¥¥ ���¦££« �©  ¥¦�   ¦¥ ° �� °�� ¶¼¹ ³ 7  ¦¥¥¨�   �©¦� �©  ¢ ¦° ¢ �¥ ¦£¢ ¦°« ®¦� �£�¦¢ ª ��© �¦¥��¥ �® µ¨¦��¨� �¢«¡��¬¢¦¡©«
¥   ¶¼¹ ®�¢ ¦�  � �¡£¦¢« ¥¨�� ¦¢« �® ¢ ¥¨£�¥ �©¦� ª �££ �   ¨¥ ° �� �©  ®�££�ª ��¬ ¯ ³
� � |0〉 ±|1〉 �   ¦�  ���°��¬ �® �£¦¥¥��¦£ � ��¥ �� �¨¢ ���¡¨�¦����¦£ ¡  ¢¡  �°��¨£¦¢¯ �¦¥�¥ ³ � �
|0×〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉) ± |1×〉 = 1√

2
(|0〉 + |1〉) �   ¦�  ���°��¬ �® �£¦¥¥��¦£ � ��¥ �� °�¦¬��¦£ �¦¥�¥ ³¤«

Rα
±
α ∈ {0, 1

2 , 1}
± ª  ° ���  �©  ¨���¦¢« �¡  ¢¦���� �® ¢��¦���� �« ¦� ¦�¬£  �®

α ·π/2 ³ ! �¢ 
®�¢� ¦££« -

Rα :=

(
cos(α · π

2 ) sin(α · π
2 )

− sin(α · π
2 ) cos(α · π

2 )

)

�



7  ¥©�¨£° ���  �©¦� �©�¥ �¡  ¢¦���� ¦££�ª ¥ ¨¥ ��  ��©¦�¬  �  �ª  � �©  ���  ���°��¬ �� ¡  ¢�
¡  �°��¨£¦¢ ¦�° �� °�¦¬��¦£ �¦¥�¥ ³ ! �¢ �² ¢ ± �« ¦¡¡£«��¬

R1
ª  �¦� 
 �¡ �©  ²¦£¨  �® �©  ���

 ���° ° �� ¦�« �® �©�¥  �ª� �¦¥ ¥ ³��¢ ¦ � �� ° µ¨¦��¨� ¥�¦� 
ρ
¦�° ¦ �  ¦¥¨¢ �  �� O ��

ρ
± £ �

ρO ° ���  �©  �£¦¥¥��¦£ °�¥��¢��¨���� �� �©  ¡ �¥¥�� £  ¢ ¥¨£�¥ ���¦�� ° �« �  ¦¥¨¢��¬
ρ
¦���¢°��¬ �� O ± � ³  ³ ρO �¥ ¥��  

°�¥�¢��¨���� p1, . . . , pt
ª© ¢ 

pi ° ��� ¥ �©  ¡¢��¦��£��« �©¦� ª  ¬ � ¢ ¥¨£�
i ³ 7  ¨¥ 

L1
���¢�

�� �  ¦¥¨¢  °�¥�¦��  �  �ª  � �ª� ¡¢��¦��£��« °�¥�¢��¨����¥ p = (p1, . . . , pt)
¦�° q = (q1, . . . , qt)�² ¢ {1, 2, . . . , t} - |p− q|1 = 1

2

∑t
i=1 |pi − qi|.

� � ||A||t =
�¢

(
√
A†A)

± ª© ¢  �¢
(A) ° ��� ¥ �¢¦�  �® � ¦�¢��

A ³ § ®¨�°¦�  ��¦£ �© �¢ � ¬�² ¥
¨¥ ¦ � �¨�° ��

L1
���¢� ®�¢ �©  ¡¢��¦��£��« °�¥�¢��¨����¥ �� �©  �  ¦¥¨¢ �  �� ¢ ¥¨£�¥ -

�
����� � ��� ���� ���
ρ0 � ρ1

�� �+ � ������ � ������� �� �� � ��� � � ������ �"��� H � �� ��
$ �� �� � �������	 �� � ���#��� �� � O |ρO0 − ρO1 |1 ≤ 1

2 ||ρ0 − ρ1||t.
�� �� ��#�� �� ���� � ��� �� �

������ ���� � ���#��� �� � O ���� " ��* ���� � � ���� �� �� � ��� ��&������ �$ ρ0 − ρ1
��� ��&�� ���

§ ª ££�´��ª� ¢ ¥¨£� ¥�¦� ¥ �©¦� �® |φ1〉
± |φ2〉

¦¢  ¡¨¢  ¥�¦� ¥ ± �© � || |φ1〉〈φ1| − |φ2〉〈φ2| ||t =
2
√

1 − |〈φ1|φ2〉|2.

��� � � (#""�� � , �� ��� � ���

b
� ��� / ¢

[b = 0] = 1/2
��� ��� � ���� � ������� � � ���� + ����+ � �#�� �#� ��� ������ � � ��#� � �� � ����� �� � ������ ��� ����� �� , ��� �� �� , �� ��" ������

�� b � ��� ��� � �����$ ��� ����� �� � �� "��� ��� ����� �� � ���# �� ��� �� � ���� � � ������ 
ρ0

������ � ����� �$ �� � ���# ����� � ���� $ �� b = 0
��� � 

ρ1
������ � ����� �$ �� � �����

$ �� b = 1
� �� �� $ �� �� � ���#��� �� � O � ���� � ��� ��� � &��# �

v
� ���� ������ + � ��&�

/ ¢
b∈R{0,1}[v = b] ≤ 1/2 +

|ρO
0
−ρO

1
|1

2 .

º©  ¡¢��® �® �©�¥ £ �� ¦ ®�££�ª ¥ �« ¥��   ¥�¢¦�¬©� ®�¢ª¦¢° �¦£�¨£¦����¥ ¦�° ª �££ �   ¥´�¡¡  °�� �©�¥  �� �° ° ¦�¥�¢¦�� ³ 7  ª �££ ¨¥  ¥��   ��²��¨¥ ²¦¢�¦����¥ �® �©�¥ £ �� ¦ �� � �¨�° �© 
¦°²¦��¦¬  �® § £��  ¢ ¥¡ ³ ¤�� �� ª©¦� ª �££ ®�££�ª ³
� �25� �� 3�� ���6 ��5�6�2�
�� �©�¥ ¥ ����� ª  ¬�²  �©  ®�¢� ¦£ ° ������� �® �©  ª ¦´ (

2
1

)��º ¡¢��� ��£ ¦�° �© � ¡¢ ¥ ��
¡¢�����£ ®�¢ �©�¥ ¡¢��£ � ³
��������� � �� �� ���� � �+ ��"��� �#�� �#� " ������ � ���+ ��� � ���� ��� , �� �� �

(δ, ε)�+ ��
(
2
1

) ��� " ������ � �$ �� � $ � � ��+ ��� ���# ���� �� �� �� �� �

• �$ ���� � ���� ��"������� ������� � ����
a0, a1

��� , �� ��&��� ���
i

��� ������ �� �� , ��
������ �� � �������� ���

ai
�#� �� �#�� � + � ���� � � � ���� �� $ #��� �� ��$ ��� ����� ���#��� � ��� �� ��� ��� � ���� ������ ���� ��� �

• �� �� �&�� , �� �� ����� � ��� ��� � ��������� ���
i� + ��� / ¢

[i = 0] = 1/2� �� �� $ �� �&�� 
������� #��� � � ����� �&�� &��# �

i′
� ���� ������ ���#� i ��� $ �� �� &��#�

a′ , �� ������
�� �� � ��� �$ �� � ���" #������ �� �� ��� ���� $ �� �� �

a0, a1 ∈ {0, 1}
�$ / ¢

i∈R{0,1}[i
′ = i] ≥ 1/2 + δ

�� �� / ¢
i∈R{0,1}[a

′ = ai] ≤ 1 − ε
�

• �� �� �&�� � ���� �� ������ ��� ��" ����� ����
a0, a1 � + ��� / ¢

[ai = 0] = 1/2� �� �� $ �� �&�� 
������� #��� � , ��� �� � &��# ��

a′0, a
′
1 , �� ������ ���#� a0, a1 � ���" � �� �� ��� ���� $ �� �� �

i ∈ {0, 1} �$ / ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1−i = a1−i] ≥ 1/2 + δ

�� �� / ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
i = ai] ≤ 1 − ε

�

�



�������� � �(2
1

)��� �������� � ��¡¨�
A : a0, a1 ∈ {0, 1}, B : i ∈ {0, 1}� �¨�¡¨�

B : ai
�

��
A ������� ������ � 

α ∈R {0, 1
2}

���
h ∈R {0, 1} ��� ����� �� B )

Rα|a1 ⊕ h〉 ⊗Rα|a0 ⊕ h〉! �
B

�����&�� |Φ1〉 ⊗ |Φ0〉� ����� �� ������ � 
β ∈R {0, 1} ��� �����

Rβ|Φi〉
��� �� A �

% �
A

�����&�� |Φ〉� ���" #��� R−1
α |Φ〉� � ���#��� �� � � ���� �� ���" #�������� ����� ��������� �� �

���# ��
n

��� �����
m = n⊕ h

�� B �
� �
B

�����&�� m ��� ���" #��� ai = m⊕ β
�

½ ¢  ± ¦¥ ¨¥¨¦££«± ⊗ ° ��� ¥ ��¢ ³ ���  �©¦� �©�¥ ¡¢�����£ ���¡¨� ¥ (
2
1

)��º ��¢¢ ��£« �® � ��©
¡¦¢�� ¥ ¦¢  ©�� ¥� ³ 7  ª �££ ��ª ®� �¨¥ �� �©  µ¨ ¥���� ª© �© ¢ / ¢��� ��£ ¼ ¥��££ ¢ �¦��¥ ¥ �¨¢��«
�® ª  ¨¥  �� ¦¬¦��¥� � ¦£����¨¥ ¡¦¢�� ¥ ³ º©  ®�££�ª ��¬ �© �¢ � ®�££�ª ¥ ®¢�� � �� ¦ ¼ ¦�° �
ª©��© ª �££ �   ¡¢�² � �� �©  ¢ � ¦����¬ ¡¦¢� �® �©�¥ ¥ ����� -
�
����� � � ������ � ! ��

(O( 2
√
ε), ε)�+ �� (2

1

)��� " ������ ��

� �� #�+%$% �� � +%$�

��� � � ��� � ���� ��� , �� " ��$ ��� � ������ � ! ��� ���#� � , �� �� ��� ��� ��� ��"����� �
���

i� + ��� / ¢
[i = 0] = 1/2

� �� �� $ �� �&�� ������� #��� � � ����� �&�� &��# �
i′
� ���� ������

���#� i ��� $ �� �� &��# �
a′ , �� ������ �� �� � ��� �$ �� � ���" #������ �� � � ��� ���� $ �� �� �

a0, a1 ∈ {0, 1} �$ / ¢
i∈R{0,1}[a

′ = ai] ≥ 1 − ε
�� �� / ¢

i∈R{0,1}[i
′ = i] ≤ 1/2 + 16

√
ε
�

� ���$ ) §�« �© ¦���¬ ¥�¢¦� ¬« A �® § £��  �¦� �   ° ¥�¢��  ° ¦¥ ¡¢ ¡¦¢��¬ ¥��   ¥�¦�  |Φ〉 =∑
x∈{0,1}2 |vx, x〉

± ¥ �°��¬ �©  �ª� ¢�¬©�� �¥� µ¨���¥ �� ¤�� ¦�° ¡  ¢®�¢� ¥��   �  ¦¥¨¢ �  ��
{H0,H1,H2,H3}

�� �©�¥ ª©¦� ¥©  ¬ �¥ �¦�´ ¦®� ¢ ¤�� �¥ ¢�¨�° ± ª© ¢  H0
±
H1

±
H2

±
H3

¦¢  ®�¨¢
¡¦�¢ª �¥  �¢�©�¬��¦£ ¥¨�¥¡¦� ¥ �  ��¬ ¦ °�²�¥��� �® ª©�£  ½ �£�  ¢� ¥¡¦�  �©¦� ���  ¥ ���� ¡£¦«±
¥¨�© �©¦� ± ®�¢

l, k = 0, 1
± �® �¨¢ �  ¦¥¨¢ �  �� ��°��¦� ¥ �©  �¨����   ��¢¢ ¥¡ ��°��¬ ��

H2k+l�© � �� ¢ 
 ��¥ § £��  �¥ �  £� ® �©¦�
i = l

¦�° �©¦� �©  �  ¥¥¦¬ 
m = k

¥©�¨£° �   ¥ �� �� ¤�� ³§¥¥¨�   ��ª ± �©¦�
a0 ⊕ a1 = 0 ³ 7  ¥©�¨£° ���  �©¦� �� �©�¥ �¦¥ 

m ⊕ a0 = β ³ À� § £��  ±
�� �¢° ¢ ��  �¥¨¢  �©  ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� �® �©  ¡¢��� ��£ ± ©¦¥ �� ��°��¦�  �©  ²¦£¨  �®

β ³ � �
|S〉 = |v00, 00〉 + |v11, 11〉

± |A〉 = |v01, 01〉 + |v10, 10〉 ³ º©¦� �¥ ± |S〉 �¥ ¦ ¡¦¢� �® �©  ¥�¦�  �©¦� �¥
¥«��  �¢�� ª ��© ¢ ¥¡  �� �� µ¨���¥ �  ��¬ ¥ �� �� ¤�� ¦�° |A〉 �¥ �©  ¢ ¥� �  ��¬ ¦����¥«�� �¢�� ³
� � ρa,b

�   ¦ ° �¥��« � ¦�¢�� �® § £��  �¥ ¥«¥� � ¦®� ¢ ¤�� �¥ ¢�¨�° ± ��¢¢ ¥¡ ��°��¬ ��
i = a

¦�°
β = b ³ § ®� ¢ ¥��   �¦£�¨£¦����¥ ª  ¬ � -

ρ0,0 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx1〉〈vxx1|
+|v000〉〈v101| + |v101〉〈v000| + |v111〉〈v010| + |v010〉〈v111|

ρ0,1 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx1〉〈vxx1|
−|v001〉〈v100| − |v100〉〈v001| − |v110〉〈v011| − |v011〉〈v110|

ρ1,0 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx2〉〈vxx2|
+|v000〉〈v011| + |v011〉〈v000| + |v111〉〈v100| + |v100〉〈v111|

ρ1,1 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx2〉〈vxx2|
−|v001〉〈v010| − |v010〉〈v001| − |v110〉〈v101| − |v101〉〈v110| .

ª© ¢ 
xt

� ¦�¥ 
 �¡¡��¬ ���
xt
± � ³  ³ xt = 1 − xt ³

7  £��´ � ¢¥� ���� ¡ �¥¥�� �£��� ¥ �® § £��  �¥ °�¥©�� ¥� �  ©¦²��¨¢ ³ �� �¢° ¢ �� �© ¦� ± § £��  ©¦¥ ��
°�¥���¬¨�¥© �  �ª  � ° �¥��« � ¦�¢�� ¥

γl = 1
2ρl,0 + 1

2ρl,1
± ª© ¢ 

γl

��¢¢ ¥¡ ��°¥ ��
i = l ³ ¤«

 �¦� ��¦���� �® �©  °�»  ¢ ��  �® �©�¥  � ¦�¢�� ¥ ª  ¬ � ¦®� ¢ ¥��   �¦£�¨£¦����¥ �©¦� -

γ0 − γ1 =
1

2
|VS0〉〈VA1| + 1

2
|VA1〉〈VS0| − 1

2
|VS1〉〈VA0| − 1

2
|VA0〉〈VS1|

�



ª© ¢  |VS〉 = |v00〉 + |v11〉
¦�° |VA〉 = |v10〉 − |v01〉 ³ 7  �¦�  ¦¥�£« ¦°¦¡� � �� ¦ · �� ¥©�ª

�©¦� �©  ¦°²¦��¦¬  δ �® § £��  �¥ ¦� � �¥� ∑3
l=0 σl

ª© ¢ 

σl = |tr(Hl(γ0 − γ1)Hl
†)| ≤ ∑

j∈{0,1}
1
2 |tr(Hl(|VS(j − 1)〉〈VAj| + |VAj〉〈VS(j − 1)|)Hl

†)|
≤ ∑

j∈{0,1}(|〈Ol
j |VAj〉| · |〈VS(1 − j)|Ol

j〉|)
≤ ∑

j∈{0,1} |〈Ol
j |VAj〉|

¦�° |Ol
j〉

�¥ ¦� �¢�©�¬��¦£ ± ��¢� ¦£�	 ° ¡¢��  ����� �® |VAj〉
���� ¥¨�¥¡¦� 

Hl ³ º©  ¥ ���°�� µ¨¦£��« �¥ �¢¨  �  �¦¨¥  ª  ©¦² 
tr(Hl|VAj〉〈ψ|Hl

†) = 〈Ol
j |VAj〉〈ψ|Ol

j〉
®�¢  ² ¢« ¥�¦�  |ψ〉 ³

� � jl �   �©  ��° � ®�¢ ª©��© |〈Ol
jl
|VAjl〉| ≥ |〈Ol

1−jl
|VA(1 − jl)〉| ³  £ ¦¢£«±

σl ≤ 2|〈Ol
jl
|VAjl〉| ³

! �¢ �² ¢ ± ª  ¦¥¥¨�   �©¦�
σ0 + σ1 ≥ σ2 + σ3 ³ �® �© �¥ �¥ ��� �©  �¦¥  ª  ��¨£° ¥¦��¥®« �©�¥

���°����� �« ¦£� ¢��¬ �©  ¥�¢¦� ¬« A �® § £��  �« ¦¡¡¢�¡¢�¦�  ¢��¦���� �® © ¢ �¦¥�¥¯ �� ¥¨�© ¦
ª¦« �©¦� �©  ° �������¥ �® Hk

¦�° Hk+2
ª�¨£° ¥ª¦¡ £ ¦²��¬  ² ¢«�©��¬  £¥  ¨��©¦�¬ ° ³

7  £� �´ ��ª �� �©  ¡¢��¦��£��« �® ���¦����¬ �©  ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� �« § £��  ³ º©  ¡¢��¦��£��«
p0�® § £��  ¬ ����¬ �¨����  

β = 0
�� �¦¥  �®

β = 1
�¥ ¦� £ ¦¥�

p0 ≥ 1
2 〈O0

j0
|ρ0,1|O0

j0
〉 + 1

2 〈O0
j0
|ρ1,1|O0

j0
〉 =

1
2 |〈O0

j0
|v001〉 − 〈O0

j0
|v010〉|2 + 1

2 |〈O0
j0
|v001〉 − 〈O0

j0
|v100〉|2

+1
2 |〈O0

j0
|v110〉 − 〈O0

j0
|v011〉|2 + 1

2 |〈O0
j0
|v110〉 − 〈O0

j0
|v101〉|2 .

À� ± �« �� µ¨¦£��« |a− b|2 + |a− c|2 ≥ 1
2 |b− c|2 ª  ¬ � �©¦�

p0 ≥ 1
4 |〈O0

j0
|v010〉 − 〈O0

j0
|v100〉|2 + 1

4 |〈O0
j0
|v011〉 − 〈O0

j0
|v101〉|2

= 1
4 |〈O0

j0
|VA0〉|2 + 1

4 |〈O0
j0
|VA1〉|2 ≥ 1

16σ
2
0 .

À�� �£¦¢ �¦£�¨£¦���� �® �©  ¡¢��¦��£��«
p1

�® ¬ ����¬ �¨����  
β = 1

�� �¦¥  �®
β = 0

«� £°¥ �©¦��©  ¡¢��¦��£��« �® ���¡¨���¬ ª¢��¬ ¢ ¥¨£� �¥ ¦� £ ¦¥�

/ ¢
[β′ 6= β] =

/ ¢
[β ⊕m 6= ai] ≥

1

16
(σ2

0 + σ2
1) ≥

1

256
(

3∑

l=0

σl)
2.

½ ��  ± �©  £ �� ¦ ©�£°¥ ®�¢ �©  �¦¥  a0 ⊕ a1 = 0 ³
À���  �� �¦¥  �®

a0 ⊕ a1 = 1
�©  ¢ ¦¥����¬ �¥ ���¡£ � £« ¦�¦£�¬�¨¥ � ª   ��©¦�¬  ��£« �© 

¢�£ ¥ �® |VS〉
¦�° |VA〉

¦�° §£��  ©¦¥ �� ´��ª �©  ²¦£¨  �®
β ⊕ i

�� �¢° ¢ �� ¬�²  �©  ��¢¢ ��
¦�¥ª ¢ �� ¤�� ± �©  ¡¢��® �¥ ����£¨° ° ³
º� ¥   �©¦� µ¨¦°¢¦���¦£ � �¨�° ��¡�¥ ° �« �©  ¦� �²  £ �� ¦ �¦� �   �  � ± ���¥�° ¢ |Φ〉 =√

1 − ε|000〉 +
√
ε|110〉 ³ ���¨���² £«± ª  £¦�  £ �©  ¥«�� �¢�� ¦�° ¦����¥«�� �¢�� ¡¦¢� �® |Φ〉ª��©

0
¦�° 1 ³ � � H2 = |01〉〈01| ± H3 = 0 ³ ��  �¦�  ¦¥�£« �¦£�¨£¦�  �©¦�

ρ0,0 = (1 − ε)|00〉〈00| +
√
ε(1 − ε)(|00〉〈11| + |11〉〈00|) + ε|11〉〈11|

ρ1,0 = (1 − ε)|00〉〈00| + ε|10〉〈10|
¦�° �© ¢ ®�¢  ||ρ0,0 − ρ1,0||t ≥

√
ε(1 − ε) − 2ε ³ À� ± �« º© �¢ � · �© ¢   � �¥�¥ ¦ �  ¦¥¨¢ �  ��

{H0,H1}
¦££�ª ��¬ ¨¥ �� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  � �©�¥  �ª� ° �¥��« � ¦�¢�� ¥ ª ��© √

ε(1 − ε) − 2ε¦��¨¢¦�« ¦�° ��¢ �² ¢
H2,H3⊥H0,H1

¥��� 
tr(H2ρ0,0H

†
2) = tr(H2ρ1,0H

†
2) = 0 ³ ��ª ± £ �

M = {H0,H1,H2,H3}
�   §£��  �¥ �  ¦¥¨¢ �  �� ³ º� �© ¦� ± ª  ¨¥  �©  ®�££�ª ��¬ ¥�¢¦� ¬« A��¢¢ ¥¡ ��°��¬ �� © ¢ ��¡¨�

a0 = a1 = 0 ³ § £��  ¥ �°¥ |Φ〉 �� ¤�� ± ¦®� ¢ ¢ � �²��¬ �©  µ¨���
�¦�´ ¥©  ¦¡¡£� ¥ �©  �  ¦¥¨¢ �  ��

M ³ �® �©  �¨����   �¥
H2

�© � ¥©  ¦�¥ª ¢¥
a0 ⊕ β = 1

��

�



¤�� ¦�° ¥ �¥
i′ = 0

ª��© ¡¢��¦��£��« 1
2

± �� �©  ��© ¢ �¦¥  ¥©  ¥ �°¥ a0 ⊕ β = 0
�� ¤�� ¦�°¦���¢°��¬ �� �©  �¨����   �  ��¬

0
�¢

1
¥©  ¥ �¥

i′ = 0

i′ = 1

¯ ³
º� ¥   �©¦� �©�¥ ¥�¢¦� ¬« ¬�² ¥ ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� ª ��© ¡¢��¦��£��« ¬¢ ¦� ¢ �©¦�

1 − ε
ª  ¥©�¨£°���  �©¦� ¡¢��¦��£��« �® �¨����  

H2
�� �¦¥  �®

β = 0
�¥

0
¦�° �� �¦¥  �®

β = 1
�¥

1 − ε ³
º© ¢ ®�¢  ± ¥���  β = 0

ª��© ¡¢��¦��£��« 1
2

± �¨¢ ¦°²¦��¦¬  �� ° � ¢� ����¬ �©  ��¡¨� �® ¤�� �¥
¬¢ ¦� ¢ �©¦� 1

2

√
ε− 3

2ε ³
� �� #�+%$% �� � !

��ª ± ª  ¦�¦£«	  ¤�� �¥ ¡ �¥¥�� �£��« �® �© ¦���¬ ³

��� � � ��� � ���� ��� , �� " ��$ ��� � ������ � ! � � ��#� � � ���� �� ������ ��� ��"����� ����
a0, a1 � + ��� / ¢

[ai = 0] = 1/2
� �� �� $ �� �&�� � ������ #��� � , �� ��� �� � &��#��

a′0, a
′
1

+� ���
, �� ������ ���#� a0, a1 � �� � � ��� ����) $ �� �� �

i ∈ {0, 1}
�$ / ¢

a0,a1∈R{0,1}[a
′
i = ai] ≥ 1 − ε2

�� �� / ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1−i = a1−i] ≤ 1/2 + 16

√
2ε

�
� ���$ ) ��¥�° ¢ ¥��   � ¦£����¨¥ ¥�¢¦� ¬« B �® ¤�� ³ 7 £�¬ ª  � ¦« ¦¥¥¨�   �©¦� �©  ¡¢��¦��£��«
�®
a′0 = a0

�¥ ¬¢ ¦� ¢ �©¦� �©  ¡¢��¦��£��« �®
a′1 = a1 ³ �¨¢ ¦�� �¥ �� ¥©�ª �©¦�

�® / ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0] ≤ ε2

�© � / ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1 = a1] ≤ 1/2 + 16

√
2ε ³

À�¢¦� ¬« B �¦� �   �©��´ �® ¦¥ ¦ �ª� ¥� ¡ ¡¢�� ¥¥ ³ � �¢¥� ¦ ¨���¦¢« �¢¦�¥®�¢� ¦����
U

�¥ ¦����¬ ��
|Φa0,a1,h〉 = |v〉⊗Rα|a1 ⊕ h〉⊗Rα|a0 ⊕ h〉 ± ª© ¢  v �¥ ¦� ¦���££¦¢« ¥�¦� � ³ �  �� �©  £¦¥� µ¨����®
U(|Φa0,a1,h〉)

�¥ ¥ �� �� § £�� � ± ¥©  ¡  ¢®�¢� ¥ ¥� ¡ � �� �© ¥  µ¨��� ¦�° ¥ �°¥ �©  �£¦¥¥��¦£ � ��
m

�¦�´ �� ¤�� ³ �¡ �� ¢ � �² ��¬
m
± ¤��  � �¨� ¥ �©  ¥ ���° ¡¦¢� �® ©�¥ ¦��¦�´ - ©  ¡  ¢®�¢� ¥

¥��   ¦¢���¢¦¢« �  ¦¥¨¢ �  �� {H0,H1,H2,H3}
± ª© ¢ 

H0

H1

¯ ��¢¢ ¥¡ ��°¥ �� ¤�� �¥ �  £� ®
�©¦�

a0 = 0, a1 = 0
¢ ¥¡ ³ a0 = 0, a1 = 1

¯ ¦�° H2

H3

¯ ��¢¢ ¥¡ ��°¥ �� a0 = 1
¦�° a1 = 0¢ ¥¡ ³ a0 = 1

¦�° a1 = 1
¯ ³ �� ��© ¢ ª�¢°¥ ± �¨����   ��¢¢ ¥¡ ��°��¬ ��

H2l+k

��¡£� ¥
a′0 = l¦�° a′1 = k ³

º©  ¨���¦¢« �¢¦�¥®�¢� ¦����
U

�¦� �   ° ¥�¢��  ° �« ¦ ¥ � �® ² ���¢¥ {V l,j
k } ¥¨�© �©¦�

U(|v〉 ⊗
|l, j〉) = |V l,j

0 〉⊗|0〉+ |V l,j
1 〉⊗|1〉 ³ � ¢ ¦£� ¢�¦��² £« �� °�¦¬��¦£ �¦¥�¥ ± �« ¦ ¥ � �® ² ���¢¥ {W l,j

k }¥¨�© �©¦�
U(|v〉 ⊗ |l×, j×〉) = |W l,j

0 〉 ⊗ |0×〉 + |W l,j
1 〉 ⊗ |1×〉 ³

7  ¡¢ ¥ �� ��ª ± ¦� ���¨���²  ± �¢� ® ¥¨�� ¦¢« �® �©  ¡¢��® ³ ��®�¢� ¦££«± ª  �¦� �©��´ �®
U

¦¥
¦� �¨� ¥��   ´��° �® °�¥�¨¢�¦��  �® �©  µ¨���

Rα|a0 ⊕ h〉 �  ��¬ ¥ �� �¦�´ �� §£��  ³ � �¢¥� ± ª ª �££ ¥©�ª �©¦� �� �¢° ¢ �� �© ¦� ¤�� �¥
U

©¦¥ �� ¦��¨�¨£¦�  ¦®� ¢ À� ¡ ¼ ± ��££ �©   �° �® �© 
¡¢�����£ ± ¥��   ��®�¢� ¦���� ¦� �¨� �©  ²¦£¨  �®

a0⊕h
©�°° � �� �©�¥ µ¨��� ³ �� �©  ��© ¢ ©¦�° ±�� ¬ � �©  ¡¢�¡  ¢ ¢ ¥¨£� � ³  ³ �©  ²¦£¨  �®

a0
± �© �¥ µ¨��� �¥ ¦��¨¦£ ��®�¢� ¦���� ¦� �¨�  ���° °²¦£¨  ©¦¥ �� �   °�¥�¨¢�  ° ¦� �©  ¥� ¦££ ¥� ¡ �¥¥�� £  ° ¬¢   ³ º©¦� ��¡£� ¥ ®�¢ ¤�� ¦ � � ¥¥��«

�® ¥��   ¥�¢� �® �£����¬ �©¦� µ¨��� ± ª©��© �¨¢�¥ �¨� �� ��¡ �¥  �©  ° ¥�¢ ° � �¨�°¥ �� ¡ �¥¥�� £ 
�© ¦���¬ ³ 7  ¥©�ª �©�¥ �« � ¢¥� ¢ °¨���¬ �©  �¦¥´ �® �£����¬ �� ��  ª© ¢  �� ¦°°�����¦£ ©��� ���©  ®�¢� �®

Rα|a1 ⊕ h〉 �¥ ¡¢�²�° ° ¦�° �© � ¦� ¦�¦£«¥�¥ �® �©�¥ ¥��¡£�� ° ¡¢� � ¥¥ ³ º© ¢ ®�¢  ±�©  ¡¢��® ��°��¦� ¥ �©¦� �©  ©¦¢°� ¥¥ �® �© ¦���¬ �©  ¡¢��� ��£ �¥ ����¦�� ° �� �©  � � ¥¥��«
�® �£����¬ ± ª©��© ¬�² ¥ ¨¥ ¦ ¥�¢� �® µ¨¦����¦��²  �����£����¬ �© �¢ � ³ § £�©�¨¬© ± �� ¥  � ¥ ��
���� ¢� ��£« �¨¢ ¡¦¢���¨£¦¢ ��¡£ �  ��¦���� �® �©  ¡¢��� ��£ ± ª  �  £� ²  �©¦� �©�¥ ¥� �¦¢�� �¥
¨¥ ®¨£  ��¨¬© �� �   �® ��° ¡  �° �� ��� ¢ ¥�¥ ³

�� -($ ()&( () ,% 1-$% .-( +$%(+,4( �-	 
% *-�$+ 6 �&+(,4 5&+5' � �)$. �-	 (+,$% (- 2 &�$ & 2 $&%+$2 $.( ,. ()$
�+%( %($* ()$. %,.3 & %(&.1&+1 ($4).,�$ �$ 4&. 2-0$ () ,% 2 $&%+$2 $.( (- ()$ %$4-.1 %($* 6�#$ 4&. &%%2$ � 5-3 ()&( ()$ 5&%( �	 ,( ,% %$.( %,.4$

U
,% &+	 ,(+&+'

�



7  ¦�¦£«	  � ¢¥� ¤�� �¥ ��®�¢� ¦���� ¬¦�� ¦� �¨�
a1 ³ 7 £�¬ ª  � ¦« ¦¥¥¨�   �©¦� ¤�� �¦� °�¥����

¬¨�¥© �  �� ¢ �  �ª  � �ª� ²¦£¨ ¥ �®
a1

�®
a0 = 0 ³ º©¦� �¥

/ ¢
a1∈R{0,1}[a

′
1 = a1|a0 = 0] ≥ / ¢

a1∈R{0,1}[a
′
1 = a1|a0 = 1].

� � ��ª ρj,k,l

�   ¦ ° �¥��« � ¦�¢�� �® �©  ¥«¥� � �  ®�¢  ¤�� �¥ ��¦£ �  ¦¥¨¢ �  �� ± ��¢¢ ¥¡ ��°��¬��
α = j · 1

2

±
h = k

±
a1 = l

¦�° a0 = 0 ³ º©  ¦°²¦��¦¬  δ �® ¤�� �� �©�¥ �¦¥  � ³  ³ δ ¥¨�© �©¦�
/ ¢

[a′1 = a1 | a0 = 0] = 1/2 + δ
¯ �¦� �    ¥��� ¦� ° �« � �� ¦ · �« ¤�� �¥ ¦��£��« �� °�¥���¬¨�¥©�  �ª  � �©  ®�££�ª ��¬ ° �¥��« � ¦�¢�� ¥ -

1
4(ρ0,0,0 + ρ1,0,0 + ρ0,1,0 + ρ1,1,0)

�¦¥ 
a1 = 0

¯ ± ¦�°
1
4(ρ0,0,1 + ρ1,0,1 + ρ0,1,1 + ρ1,1,1)

�¦¥ 
a1 = 1

¯ ³
� ¥��¬ �©  �¢�¦�¬£  �� µ¨¦£��« ª  ¬ � �©¦� ®�¢ �©  �  ¦¥¨¢ �  �� O ¡  ¢®�¢�  ° �« ¤��

δ ≤ 1

8
(|ρO0,0,0 − ρO0,1,1|1 + |ρO1,1,0 − ρO1,0,1|1 + |ρO0,1,0 − ρO0,0,1|1 + |ρO1,0,0 − ρO1,1,1|1).

·¯
�¦�© ���¡ �� �� ��¢¢ ¥¡ ��°¥ �� °�» ¢ �� ²¦£¨ ¥ �®

α
¦�° h ⊕ a1 ³ §�°  ¦�© ���¡�� �� �¥

¥«��  �¢�� �� �©  ��© ¢ �� ¥¨�© ¦ ª¦« �©¦� �© ¢   � �¥�¥ ¦ ¥�¢¦�¬©��®�¢ª¦¢° £� �¦£ �¢¦�¥®�¢� ¦����
®�¢ ¤�� � ³  ³ ¦¡¡¢�¡¢�¦�  ¢��¦���� �® �©  ���¡¨�¦����¦£ �¦¥�¥ �� ��  �¢ � ��© µ¨���¥¯ ª©��©
�¢¦�¥®�¢� ¦�« �® ¦� �²  ���¡ �� ��¥ ���� ¦���© ¢ ³ À� ± ª  �¦� ¦¥¥¨�   ª £�¬ �©¦� �©  ¦°²¦��¦¬ �� °�¥���¬¨�¥©��¬ �  �ª  �

ρ0,0,0
¦�° ρ0,1,1 δ0 = |ρO0,0,0 − ρO0,1,1|1

�¥ �©  � ¦� ��¨� ���¡�� ��
�� �©  ¢�¬©��©¦�° ¥�°  �® �©  �� µ¨¦£��« ·¯ ¦�° �© ¢ ®�¢  ª  ©¦² 

δ ≤ 1
2δ0 ³ � � ± ®�¢ ¥©�¢� ±

γ0 = ρ0,0,0
¦�° γ1 = ρ0,1,1 ³ ��  �¦�  ¦¥�£« �¦£�¨£¦�  �©¦�

γ0 = |0〉〈0| ⊗ |V 00
0 〉〈V 00

0 | + |1〉〈1| ⊗ |V 00
1 〉〈V 00

1 | ¼¯
γ1 = |0〉〈0| ⊗ |V 01

1 〉〈V 01
1 | + |1〉〈1| ⊗ |V 01

0 〉〈V 01
0 |. �¯

§¥ ª  �¦� ¥   ��  ¦�© ²¦£¨  �®
m

�� ¦� �²  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥ ��¢¢ ¥¡ ��°¥ ¦ ¡¦�¢ �® ² ���¢¥ ª©��©¦¢  �¢����¦£ ®�¢ ¤�� �¥ �© ¦���¬ ³ � ³  ³ �©  �  �� ¢ �© « �¦� �   °�¥���¬¨�¥©¦�£  �« ©�¥ �  ¦¥¨¢ �  ��
�©  ¬¢ ¦� ¢ �¥ ©�¥ ¦°²¦��¦¬  ³ ¤¨� ± ¦¥ ª  ª �££ ¥   £¦� ¢ ± �© �¥ ®¦�� ���¢�°¨� ¥ ¡  ¢�¨¢�¦���� �® �© 
��°��¦���� �® �©  ²¦£¨  �®

a0 ³� �¢¥� ± ª  �¦´  ¦ £� �´ �� �©  �  ¦¥¨¢ �  ��¥
H0

±
H1

¡  ¢®�¢�  ° �« ¤�� ³ � � ¨¥ ° ��  σ2m+p®�¢
p,m ∈ {0, 1} ¦¥ ®�££�ª ¥

σ2m+p =





|tr(Hp|0V 0p
p 〉〈0V 0p

p |H†
p) − tr(Hp|0V 0(1−p)

1−p 〉〈0V 0(1−p)
1−p |H†

p)|
�®
m = 0

±

|tr(Hp|1V 0p
1−p〉〈1V

0p
1−p|H

†
p) − tr(Hp|1V 0(1−p)

p 〉〈1V 0(1−p)
p |H†

p)|
�®
m = 1 ³

� � ®�¢ m = 0
±
p0 ∈ {0, 1} �   ¥¨�© �©¦�

σp0
≥ σ1−p0

¦�° ¥�� �£¦¢£«± ®�¢
m = 1

£ �
p1 ∈ {0, 1}�   ¥¨�© �©¦�

σ2+p1
≥ σ2+(1−p1) ³ º© � ª  ¬ �

|γO0 − γO1 |1 =
∑3

t=0 |tr(Htγ0H
†
t ) − tr(Htγ1H

†
t )|

≤ 2(σp0
+ σ2+p1

) +
∑3

t=2 |tr(Htγ0H
†
t ) − tr(Htγ1H

†
t )|.

7  ¥©�¨£° ¥   � ¢¥� �©¦� �©  ¥ ���° � ¢� �� �©  ¦� �²  ¥¨� ��¢¢ ¥¡ ��°¥ �� ¦°²¦��¦¬  ��
°�¥���¬¨�¥©��¬ �  �ª  � �ª� ²¦£¨ ¥ �®

a1
�« �  ¦¥¨¢ �  ��

H2,H3
�� �¦¥  �®

a0 = 0 ³ ¤¨� �©�¥ ¥¨�¥¡¦� ¥ ¢ 
 �� ¤�� �¥ �  £� ® �©¦�
a0 = 1 ³ º© ¢ ®�¢  ± ª  ©¦²  �©¦�

3∑

t=2

|tr(Htγ0H
†
t ) − tr(Htγ1H

†
t )| ≤

/ ¢
a0,a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|a0 = 0].

¿



À� ± ª  �¦� � ¬£ �� �©�¥ � ¢� �  �¦¨¥  �� �¥ �® �©  �¢° ¢ �® �©  ¥µ¨¦¢  �® �©  ¦°²¦��¦¬  �® ���
�© � �¨¢ £ �� ¦ ª�¨£° �   ¡¢�² °¯ ³ ½  ��  ª  ¬ � - δ0

2 ≤ σp0
+ σ2+p1

³
��ª ± ª  ° ��  ¡¢��  �����

Om
¦¥ ®�££�ª ¥ ³ ��¢

m = 0
£ �

O0
�   �©  ��¢� ¦£�	 ° �¢�©�¬��¦£

¡¢��  ����� �® |0V 0p0
p0

〉 ���� �©  ¥¨�¥¡¦� 
Hp0

�®

tr(Hp0
|0V 0p0

p0
〉〈0V 0p0

p0
|H†

p0
) ≥ tr(Hp0

|0V 0(1−p0)
1−p0

〉〈0V 0(1−p0)
1−p0

|H†
p0

).

� �© ¢ª �¥  ± £ �
O0

�   �©  ��¢� ¦£�	 ° �¢�©�¬��¦£ ¡¢��  ����� �® |0V 0(1−p0)
1−p0

〉 ����
Hp0

³ §�¦£��
¬�¨¥£«± ª  ° ��  O1

¦¥ ¦ ��¢� ¦£�	 ° �¢�©�¬��¦£ ¡¢��  ����� �® |1V 0p1

1−p1
〉 ���� �©  ¥¨�¥¡¦� 

Hp1�®
tr(Hp1

|1V 0p1

1−p1
〉〈1V 0p

1−p1
|H†

p1
) ≥ tr(Hp1

|1V 0(1−p1)
p1

〉〈1V 0(1−p1)
p1

|H†
p1

)

 £¥ 
O1

�¥ ¦ ��¢� ¦£�	 ° �¢�©�¬��¦£ ¡¢��  ����� �® |1V 0(1−p1)
p1 〉 ���� Hp1

³ ½  ��  ª  ¬ �

σp0
≤ ||〈0V 0p0

p0
|O0〉|2 − |〈0V 0(1−p0)

1−p0
|O0〉|2|, σ2+p1

≤ ||〈1V 0p1

1−p1
|O1〉|2 − |〈1V 0(1−p1)

p1
|O1〉|2|.

7  ª�¨£° £�´  ��ª �� ��² ¥��¬¦�  �©  ¡¢��¦��£��« �® ���¦����¬ �©  ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� ³ �  �¦££ �©¦�
/ ¢

[a1 = 0] = 1
2 ³ 7

  ¥©�¨£° � ¢¥� ���  �©¦� �©  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥ ��¢¢ ¥¡ ��°��¬ �� �����¦£ ����¬�
¨¢¦���� �® �©  ¥ ���° µ¨���

Rα|a1 ⊕ h〉 �¥ ��ª  �¦��£« 1
2 |0〉〈0|+ 1

2 |1〉〈1|
 ² � �® ª  ´��ª

h
¦�°

α ³ À� ± ®¢�� �©  ¡ ���� �® ² � ª �® �©  ¡¢��� ��£ �©�¥  �ª� ����¬¨¢¦����¥ ¦¢  ��°�¥���¬¨�¥©¦�£  ³
º© ¢ ®�¢  ± ª  �¦� ¥¨�¥���¨�  �©  ¥ ���° µ¨��� ®¢�� �©  �����¦£ ����¬¨¢¦���� ª ��© ¦ ¢¦�°�� ���
r
 ���° ° �� ¡  ¢¡  �°��¨£¦¢ �¦¥�¥ ¦�° �©  ¡¢��¦��£��« �® ���¦����¬ ¡¢�¡  ¢ ¢ ¥¨£� �¥ ¨��©¦�¬ ° ³

7  ¦�¦£«	  �©  ¡¢��¦��£��« �® ���¡¨���¬ �©  ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� �� �¦¥  �®
r = 0 ³ ���  ± �©¦� �© ² ���¢¥ {V 0,j

k }k,j

¥��££ ° ¥�¢��   U ± �¨� ² ���¢¥ {W 0j
k }k,j

¦¢  °�» ¢ �� ± ° �� ° �«
U

¦����¬ ��ª
�� �����¦£ ����¬¨¢¦���� |v〉 ⊗ |0〉 ⊗ Rα|j〉

± ª ��©
α = 1

2 ³ 7  ��² ¥��¬¦�  �©  ��¢¢ ¥¡ ��° �� �  �ª  � {V 0j
k }k,j

¦�° �©  � ª ² ���¢¥ ³ ��¢ j = 0
ª  ©¦²  -

U(|v00×〉) = 1√
2
U(|v00〉 − |v01〉) = 1√

2
(V 00

0 |0〉 + V 00
1 |1〉 − V 01

0 |0〉 − V 01
1 |1〉)

= 1
2((V 00

0 − V 00
1 − V 01

0 + V 01
1 )|0×〉 + (V 00

0 + V 00
1 − V 01

0 − V 01
1 )|1×〉)).

À�� �£¦¢£«± ®�¢
j = 1

ª  ©¦²  -

U(|v01×〉) = 1√
2
U(|v00〉 + |v01〉) = 1√

2
(V 00

0 |0〉 + V 00
1 |1〉 + V 01

0 |0〉 + V 01
1 |1〉)

= 1
2((V 00

0 − V 00
1 + V 01

0 − V 01
1 )|0×〉 + (V 00

0 + V 00
1 + V 01

0 + V 01
1 )|1×〉)).

º©¨¥ ± £ � ¨¥ ° ���  �© ¥  ² ���¢¥ �«

W̃ 00
0 =

1

2
((V 00

0 + V 01
1 ) − (V 01

0 + V 00
1 )), W̃ 00

1 =
1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) − (V 01

0 − V 00
1 )),

W̃ 01
0 =

1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) + (V 01

0 − V 00
1 )), W̃ 01

1 =
1

2
((V 00

0 + V 01
1 ) + (V 01

0 + V 00
1 )).

�� �¢° ¢ �� ���¦�� �©  ��¢¢ �� ¢ ¥¨£� ¤�� ©¦¥ �� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  � �©  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥
��¢¢ ¥¡ ��°��¬ �� �ª� ²¦£¨ ¥ �® a0 ³ �� ¡¦¢���¨£¦¢ ± ©  ©¦¥ �� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  � ° �¥��« � ¦�¢�� ¥
γ′0

±
γ′1

��¢¢ ¥¡ ��°��¬ �� �ª� ¡ �¥¥�� £  ²¦£¨ ¥ �®
a0

´��ª ��¬ �©¦�
m = 0 ³ º© ¥  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥

¦¢  -

γ′0 =
1

4
|0〉〈0| ⊗ (|V 00

0 〉〈V 00
0 | + |V 01

1 〉〈V 01
1 | + |W̃ 00

0 〉〈W̃ 00
0 | + |W̃ 01

1 〉〈W̃ 01
1 |), � ¯

γ′1 =
1

4
|0〉〈0| ⊗ (|V 01

0 〉〈V 01
0 | + |V 00

1 〉〈V 00
1 | + |W̃ 01

0 〉〈W̃ 01
0 | + |W̃ 00

1 〉〈W̃ 00
1 |). �¯

�



��ª ± �©  ¡¢��¦��£��« �® ®¦�£¨¢  � ³  ³ �©  ¡¢��¦��£��« �©¦� �� �¦¥  �®
m = 0

¤�� �¥ �  ¦¥¨¢ �  ��
��°��¦� ¥ �©¦� a0 = 0

�® �� ®¦�� �� �¥
a0 = 1

± �¥ ¦� £ ¦¥�

tr(Hp0
γ′1H

†
p0

) ≥ tr(|O0〉〈O0|γ′1) =
1

4
(|〈0V 01

0 |O0〉|2+|〈0V 00
1 |O0〉|2+|〈0W̃ 01

0 |O0〉|2+|〈0W̃ 00
1 |O0〉|2).

¤¨� ¥���  �©  ®¦�� �©¦�

W̃ 01
0 =

1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) + (V 01

0 − V 00
1 )), W̃ 00

1 =
1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) − (V 01

0 − V 00
1 )),

¦�° �©  ¡¦¢¦££ £�¬¢¦� £¦ª |a+ b|2 + |a− b|2 = 2|a|2 + 2|b|2 ¯ ± ª  ©¦²  �©¦� �©�¥ ¡¢��¦��£��« �¥
¦� £ ¦¥�

1
4(|〈0W̃ 01

0 |O0〉|2 + |〈0W̃ 00
1 |O0〉|2) ≥ 1

8 |〈0V 00
0 |O0〉 − 〈0V 01

1 |O0〉|2

≥ 1
32(|〈0V 00

0 |O0〉| − |〈0V 01
1 |O0〉|)2(|〈0V 00

0 |O0〉| + |〈0V 01
1 |O0〉|)2

≥ 1
32 (|〈0V 00

0 |O0〉|2 − |〈0V 01
1 |O0〉|2)2 ≥ σ2

p0

32 .

À�� �£¦¢£« ª  ¦�¦£«	  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥
γ′′0

±
γ′′1

��¢¢ ¥¡ ��°��¬ �� �ª� ¡ �¥¥�� £  ²¦£¨ ¥ �®
a0

´��ª �
��¬ �©¦�

m = 1 ³ º© ¥  ° �¥��« � ¦�¢�� ¥ ¦¢   µ¨¦£ �� ¢ ¥¡ ³ γ′1 ¦�° γ′0 ¦®� ¢ �©¦�¬��¬ |0〉〈0| ��
|1〉〈1| ³ � �ª ± �« ¢ ¡  ¦���¬ ���¡£ � £« ¦�¦£�¬�¨¥  ¥��� ¦���� �® ®¦�£¨¢  �¥ ¡¢��¦��£��« ª ��© ¨¥¦¬ 
�® ² ���¢¥ |V 01

0 〉 ± |V 00
1 〉 ± |W̃ 00

0 〉 ¦�° |W̃ 01
1 〉 ± ª  ¬ � �©¦� �©�¥ ¡¢��¦��£��« �¥ ¦� £ ¦¥� σ2

2+p1

32 ³ º© ¢ �®�¢  ± ¥���  �©  ² ���¢¥ ��²�£² ° �� ��¡�¥��¬ ®¦�£¨¢  �� � ��© �¦¥ ¥ ¦¢  °�¥����� ± ª  ����£¨°  �©¦�/ ¢
a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|r = 0] ≥ σ2

p0
+σ2

2+p1

32 ³ ½  ��  ª  ©¦² 
/ ¢

a1∈R{0,1}[a
′
0 6= a0] = 1

2

/ ¢
a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|r = 0] + 1

2

/ ¢
a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|r = 1]

≥ σ2
p0

+σ2
2+p1

64 ≥ δ2

128

¦�° �©  £ �� ¦ �¥ ¡¢�² ° ³� ��¦££«± �� �¥ ª�¢�© �  �������¬ �©¦� �©  ²¦£¨  �®
m °� ¥� �� �  ° �� �   ��¢¢ £¦� ° �� ¦�« ª¦«

ª ��© ²¦£¨  �®
ai ³ º©¦� �¥ ± ¤�� �« ¨¥��¬  ��¦�¬£ �  �� ®�¢ ��¥�¦��  ± ¥�¢¦�¬©�®�¢ª¦¢° ¨¥  �® ¤ ££

¥�¦� ¥¯ �¦� � ¦´  �©  ²¦£¨  �®
m

��° ¡  �° �� �® ai
¦�° ¥��££ ¦�µ¨�¢  ¡  ¢® �� ´��ª £ °¬  ¦� �¨�

ai ³ ½   ¨¥ ¥ ¥��¡£   ¢¢�¢���¢¢ ����� �� ´��ª ª© �© ¢
m = ai

�¢
m = 1−ai ³ ½ �¥ ¡¢��£ � ¥ ª ��©

° � ¢� ����¬ ª© �© ¢ 
 �¡ ©¦¥ � ��¨¢¢ ° ± ¥�¦¢� ��£« ª© � ©  ª¦��¥ ¦°°�����¦££« �� ¦��¨�¨£¦� 
¥��   ��®�¢� ¦���� ¦� �¨� �©  ²¦£¨  �®

ai ⊕ h ³
º� ¥   �©¦� �©�¥ µ¨¦°¢¦���¦£ � �¨�° �¦� �   ¦�©� ² ° ���¥�° ¢ �©  ®�££�ª ��¬ �© ¦���¬ ¥�¢¦� ¬«³
� � U∗ �   ¥¨�© �©¦�

U∗(|v〉 ⊗ |l, j〉) = |vj〉 ⊗ |l, j〉 ³ À� ± |V l,j
j 〉 = |vj〉 ⊗ |l〉 ¦�° |V l,j

1−j〉 = 0 ³
! �¢ �² ¢ ± £ � 〈v0|v1〉 =

√
1 − ε ³ § ¥ ª  �¦� ¥   ± ¨¥¦¬  �®

U∗ ¦��¨�¨£¦� ¥ ¥��   ��®�¢� ¦����
¦� �¨� ²¦£¨  �®

j = a0⊕h
�« � ¦¢´��¬ �� ª ��© �ª� ����¡¦¢¦££ £ �© ¢ ®�¢  ¡ �¥¥�� £  �� °�¥���¬¨�¥© ¯² ���¢¥ �� ¤�� �¥ ¥«¥� � ³ 7  °� ��ª �©  ®�££�ª ��¬ ³ 7  ¨¥ 

U∗ �� |v〉⊗Rα|a1 ⊕ h〉⊕Rα|a0 ⊕ h〉¦�° ¥ �° �©  £¦¥� µ¨��� �� § £��  ³ 7 © � ª  ¬ � �©  �  ¥¥¦¬ 
m

ª©��© �¥  �¦��£«
a0

ª��©
¡¢��¦��£��«� �® �¢° ¢ 1 − ε

± ª  � ¦´  ¦� �¡��� ¦£ �  ¦¥¨¢ �  �� �� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  �
v0

¦�°
v1 ³ ¤« º© �¢ � · �©�¥ �¡��� ¦£ �  ¦¥¨¢ �  �� ©¦¥ ¦°²¦��¦¬  �® �¢° ¢ √ε ³ À� ± ¦®� ¢ ¬ ����¬ �© 
�¨����  

j′
± ª  ´��ª �©¦� / ¢

[j′ = a0 ⊕ h] ≥ 1
2 + Ω(

√
ε)

¦�° ª  �¦� ¥��¡£« ���¡¨�  �©  ²¦£¨ 
�®
h′ = m⊕j′ ³ ½ ¦²��¬ ¥¨�© ´��ª £ °¬  ¦� �¨� �©  ²¦£¨  �® h′ ª  �¦� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  � ²¦£¨ ¥

�®
a1

 ���° ° �� �©  ¥ ���° µ¨���
Rα|a1 ⊕ h〉 ª��© �©  ¦°²¦��¦¬  ¡¢�¡ �¢����¦£ ��

Ω(
√
ε) ³

��),% 4&. 	 $ $&%,5' 4-2*($1 � ()$ * $+(+	&(,-. &+,%$% �)$.
α =

1

2

6

·¸



� ��25� �2�6�� ��2 ��5���4 � �� ��44 ��42��

7  ¢ �¦££ � ¢¥� ¦ ®�¢� ¦£ ° ������� �® �©  ���°��¬ ¦�° ¥ ¦£��¬ ¡¢�¡  ¢�« �® ¦ µ¨¦��¨� ���
���� ���  �� ³ 7  ®�££�ª © ¢  �©  ° ������� �« §©¦¢���²  � ¦£ ³ ¶¼¹ ³ � � ¨¥ ¥�¦¢� ª ��© �© 
���°��¬ ¡¢�¡  ¢�«³ §¥¥¨�   § £��  ®�££�ª ¥ �©  ��� ���� ���  �� ¡¢��� ��£ ¦�° ¤�� �¥ ¦¢���¢¦¢�£«³�¨¢��¬ �©  ° ¡ �¥����¬ ¡©¦¥  ¤�� ¦�° §£��  ���¡¨�  �� ¥��   ¢�¨�°¥ ¦ ¥¨¡  ¢�¡�¥����� |ψAB〉ª��© �ª� µ¨¦��¨� ¢ ¬�¥� ¢¥ - ��  ´  ¡��¬ �« ¤�� ¦�° ��  �« § £��  ³ § ®� ¢ ¦ ����¨���¦����
¡©¦¥  ¤��  ��© ¢ ¨¥ ¥ ¦ ¥�¢¦� ¬« �¢«��¬ �� ���²���  § £��  ��

0
�¢ ¦ ¥�¢¦� ¬« �� ���²��� 

§ £��  ��
1 ³ �  ¡  �°��¬ �� �©  ¢ ¥¨£�¥ �® �©  ���¡¨�¦����¥ § £��  ° ��° ¥ �� ��  �©  ²¦£¨ ¥

vB ∈ {0, 1, err} . �� �¦¥ 
vB = err

©  ¢ �  ��¥ �©  ¡¢��� ��£ ³ � � pi
�   �©  ¡¢��¦��£��« �©¦�

§ £��  ° ��° ¥ vB = i
± ¦�° perr

�   �©  ¡¢��¦��£��« �©¦� § £��  ° ��° ¥ vB = err
± ª© � ¤�� ¨¥ ¥

¥�¢¦� ¬«
0 ³ §�¦£�¬�¨¥£«± ° ���  �©  ¡¢��¦��£��� ¥

q0, q1, qerr
®�¢ ¤�� �¥ ¥�¢¦� ¬«

1 ³ § ¡¢��� ��£
�¥

(δ, ε)
� ������� �® ª© � ² ¢ § £��  �¥ ©�� ¥ ± ®�¢ ¦�« ¤�� �¥ ¥�¢¦� ¬« �� �¥ �¢¨  - �®

perr, qerr ≤ ε�© � |p0 − q0|, |p1 − q1| ≤ δ ³ § ��� ���� ���  �� ¡¢��� ��£ �¥
(δ, ε)

� ������� ± �® ª© � ² ¢ ¤�� �¥
©�� ¥� ¦�° ° ¡ �¥��¥ ¦ ���

b
¥ ³� ³ / ¢

[b = 0] = 1/2
± ®�¢ ¦�« §£��  �¥ ¥�¢¦� ¬« ¦�° ¦ ²¦£¨ 

c
§£�� 

£ ¦¢�¥ ± �� ©�£°¥ �©¦� - �® / ¢
b∈R{0,1}[

¤�� ° � ��¥  ¢¢�¢] ≤ ε
�© � / ¢

b∈R{0,1}[c = b] ≤ 1/2 + δ ³
º©  ¡¢��¦��£��« �¥ �¦´ � �² ¢

b
�¦´ � ¨��®�¢� £« ®¢�� {0, 1} ¦�° �©  ¡¢�����£ ³

�
����� � ����� � ������ � ! �� � �������� $ �� ���" #���� ��� � ������ � � �� ��
(4
√
ε, ε)�������� � � ����&��� �� ��� �� ���� � ������� �

λ > 0
�#�� ���� $ �� �� � ������� ��� , �� #� �� �� �� ���

max{perr, qerr} > λ� +� ���
perr 	qerr
 ������� �� � " ��������� ���� � ���� ������� ����� +� ��

, �� #��� � ������ $ �� 0 	1 ���" �
 �

(���� �$ �� � " ���$ ) � �¢¥� ± ª  ���  �©¦� �� � ��© �¦££¥ �� �©  �º ®¨������ �©  ��¡¨�¥ �©¦�
���   ���� ¡£¦« �� �©�¥  � �¨����¥ ¦¢  ���¡£ � £« ¨���¢¢ £¦� ° ®¢�� �©  ¡ ���� �® ² � ª �® � ��©
§£��  ¦�° ¤�� ³ À� ± ª  �¦� ¦�¦£«	  �© � °�¥�����£«³
º� ¥   �©¦� �©�¥ ¡¢��� ��£ �¥ ¥ ¦£��¬ ª  ���  �©¦� § £��  ��  ¦�© �¦££ �� �º ®¨������ ©¦¥ ��
�¦´  ���� ¦���¨�� �©¦� ª ��© ¡¢��¦��£��« 1

2

¤�� ª �££ �© �´ ª© �© ¢ ¥©  ´��ª ¥ ª©¦� ¦��¨�
¦££« ©  ©¦¥ ¢ � �² ° °¨¢��¬  � �¨���� �® �©�¥ ¡¢��� ��£ ³ ! �¢ �² ¢ © ¢ �© ¦���¬ �¥  »  ���² 
��£« �® �� �¥ ��� �© �´ ° ± ¥� ��£« ª ��© ¡¢��¦��£��« �® 1

2 ³
¤« � �� ¦ ¼ ± �® ¦ ¥�¢¦� ¬« ¦£�

£�ª ¥ © ¢ �� °�¥���¬¨�¥© �  �ª  � ¡ �¥¥�� £  ²¦£¨ ¥ �®
b′

ª��© ¦°²¦��¦¬  ¬¢ ¦� ¢ �©¦�
4 2
√

2ε
�© �

/ ¢
b′∈R{0,1}[vc 6= OT ((a2c, a2c+1), b

′)] ≥ ε ³�� �¦¥  �® ���°��¬ ± ª  � ¢¥� �����  �©¦� �� �¥ ��£« ¨¥ ®¨£ ®�¢ ¤�� �� �© ¦� �� ¥��   ¡¦¢���¨£¦¢
�º  � �¨���� ± �©�¥ � ¡¢ ²��¨¥£« �« ¤�� ± ª©��© �¥ ¨¥ ° �� �©  ¢ ² ¦£��¬ ¡©¦¥  ®�¢ �©  ���°��¬� ¥� ³ À� ª £�¬ ¦¥¥¨�   ¤�� �© ¦�¥ �� �©  ¥ ���° �º  � �¨���� ¦�° �©¦� �� �©  £¦¥� ¥� ¡ �® �© 
° ¡ �¥����¬ ¥�¦¬  ©  ¢ ² ¦£¥

c = 0 ³ � � a′3 ± a′4 ± ¢ ¥¡ ³ ° ���  �©  ¡¢ °��� ° ²¦£¨ ¥ ³ � ¥��¬ �© 
���¦���� ¬�² � �� �©  ° ������� �® �©  ���°��¬ ¡¢�¡  ¢�« ª  ¬ � �©¦�

perr =
/ ¢

[a′3 6= a3]
±
p0 =/ ¢

[a′3 = a3]
± ¦�° p1 = 0 ³ À�� �£¦¢£« ª  ©¦² 

qerr =
/ ¢

[a′4 6= a4]
±
q0 = 0

± ¦�° q1 =
/ ¢

[a′4 = a4] ³
��ª �« � �� ¦ � ª  ¬ � �©¦� �® / ¢

[a′i 6= ai] ≤ ε2
�© � / ¢

[a′1−i 6= a1−i] ≥ 1/2 − 162ε
¦�° ®�¢

¥��   ���¥�¦��
λ > 0

�� ®�££�ª ¥ �©¦�
max{/ ¢[a′i 6= ai],

/ ¢
[a′1−i 6= a1−i]} > λ ³

� ���� 3�����  245��
�� �©�¥ ¡¦¡  ¢ ¦ ª ¦´ ²¦¢�¦�� �® µ¨¦��¨� ��� ���� ���  �� �¥ ��² ¥��¬¦� ° ³ 7  ¬�²  µ¨¦��¨�
��� ���� ���  �� ¥�© �   �©¦� �¥ ¥��¨£�¦� �¨¥£« ���°��¬ ¦�° ¥ ¦£��¬ ¦�° ª  ¥©�ª �©¦� �® ¦
� ¦£����¨¥ § £��  ¬¦��¥ ¥��   ��®�¢� ¦���� ¦� �¨� �©  ���� ��� ° ���

b
�© � ¤�� ° � ��¥ �©�¥ ª ��©¦ ¡¢��¦��£��«

Ω(ε2) ³ 7 © � ¤�� �© ¦�¥ �© � §£��  �¥ ¡¢��¦��£��« �® ° � ����¬ �©  �© ¦���¬ �¥
¬¢ ¦� ¢ �©¦� ¦ ���¥�¦��

λ > 0 ³ � ¥��¬ �¨¢ � �¨�°¥ ª  ¬ � �©¦� �©  ²¦£¨  �¥ ² ¢« ¥� ¦££ ¦�° ¦�
��� ¢ ¥���¬ �¦¥´ ª�¨£° �   �� ��¡¢�²  �©  ���¥�¦�� ³

··
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r�t � n qbcha`al p q n v ZYc]l p c`f � n � Z[c` p ���~ ��� �}��� }�� 	 }�
 � }� �� ������p ��� p ���w p s���� n
rst � n qbcha`al p q n �c��bjc p � n �cyZhc`Z p q n �ca p ���~ ��� |}� �����	 p ��� p s��� p kk n ������� n
r�t  n z]``]Y p � n zhc[[chf p  n h�kcd p c`f � n�u n �_diZ[y]\ [_c p � ����}��� ���~ ��� �|�}�}���

���~�� �� p ����� p ���s p kk n ��� �!! n
r� t � n zhc[[chf p  n h�kcd p c`f " n�� n �ai]hY p #~� ��� ��}�~ $
 �����}� % �����}�~� &��~� ' }��������

� ��|��� �p ��� p ��w! p kk n �!w ��� n
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