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ZXH�IKH�ZpLq_�fOJ@rtsu[CP&ZXH�RMLWv�_�RMLOH�I3LOJuRMT`_�R"_XnwHeHxN�ygfWLWIKF@_�P&LWIzRMTKFI-[CZ�cjFQPtH�Y
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Yl[CIKGQRMLOH�IKJ@h~�F�G>H�IKJMLONCFQP"RMTKF�JUH�o�G@_�fWfOF>N3JMLWICnDfOFSfOFQvwFQf(G>H�I�k�F>GQRM[CPUF��dHDJUF>N3F��a�CfWLOGQLWRUFQfW�z_�PUH�[CIKN��@�D�D�art��TKFG>H�I�k�F>GQRM[CPUFuGQfq_�LWZXJ
RMT`_�R�ZXH�IKH�RUH�IKF}JMLWICnDfOF}fOFQvwFQf`GQLWPUGQ[CLWRUJ@heRMT`_�R
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£¥¤K¦�§e¨d©Q§eª�«g¬;i®`®a¯�°�§x±�²�¦d±d¬�ª�«g®a±«g³S§�´�®a±d®xª�®a±d°;i®`®a¯g°�§x±²�¦j±d¬�ª�«g®a±�µt¶d®a³�°�§x¯g¯
·d©|«g´�°;«�´�·j¯g«g¬�§x±CªQ³
¶�§�¸a°$¯g°�±d¹xªQ¶�ªMµu®dº"»"¶d°�©|°$«�³S§e±®aC¸`«g®x¦d³�¬�®a©�©|°�³|·i®a±j¨d°�±d¬�°�5°�ªMµu°�°�±¼³�¦d¬>¶¼²�¦j±d¬�ª�«g®a±d³�§x±d¨¹a©Q§e·d¶d³�½
°�¸x°�©b¾�¹a©Q§x·j¶

G = (V, E)
¨d°�¿�±j°�³�§�±�§-ªQ¦d©�§x¯+¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±

fG(X) =
∨

uv∈E

xuxv, ÀbÁDÂ
§x±d¨�°�¸x°�©b¾�¤`¦d§x¨d©Q§-ªQ«g¬�²�¦j±d¬�ª�«g®a±�¨d°¡¿�±d°�³�§�¦d±d«�¤`¦j°;¹x©Q§x·d¶%º�ÃÄ°X¬�®x±d³�«�¨d°�©"ªQ¶j°p¬�®a´�·d¯g°@ÅÆ«�ªM¾3®e²7¬�®a´ÈÇ
·d¦jª�«g±d¹�³�¦d¬>¶�²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³�K¾$´�®a±d®xª�®a±d°&¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�É-ªQ¶�§-ª�«g³�ÉxC¾$¬�«g©|¬�¦d«qªQ³1®D¸a°�©�ª�¶d°&³bª>§x±j¨�§x©�¨�´�®a±d®eªQ®a±d°
�§x³|«g³ {∨,∧, 0, 1} ®x²(²�§x±d«�±ÆÇ 2 £�ÊSËÌ§x±j¨�ÍXÎÏ¹C§eª�°�³�º}ÐÆ«g±d¹x¯g°S¯�°�¸x°�¯%¬�«g©|¬�¦d«qªQ³"§x©|°S¬�«g©�¬�¦d«�ª�³&µt¶d°�©�°p°�¸CÇ
°�©b¾Ñ·�§-ªQ¶Ñ²�©�®x´�§e±Ò«g±d·d¦Æª�ªQ®¼ª�¶d°Ó®a¦jª�·d¦jª�¹a§eªQ°3¬�®a±Cª>§x«�±d³�§eª¢´�®x³|ª�®a±j°3£�Ê�ËÔ¹a§eªQ°eºÕÊ�®xª�°zªQ¶�§-ª
°�¸x°�©b¾z¤K¦�§x¨j©Q§eª�«g¬\i®`®a¯g°�§x±�²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±

fG

«g±
n
¸e§x©|«l§xd¯�°�³�¬�§e±3i°\¬�®x´�·d¦ÆªQ°�¨�C¾z§XªQ©|«�¸`«l§x¯�´�®a±d®eªQ®a±d°

³�«�±d¹a¯�°¡ÇM¯�°�¸x°�¯+¬�«g©�¬�¦d«�ª&µt«�ªQ¶�§eªt´�®a³bª
n − 1

£SÊSËÌ¹C§eª�°�³t¦d³�«�±d¹�ªQ¶d°p²�®a©|´
∨

u∈S

xu ∧
(

∨

v:uv∈E

xv

) ÀmÖxÂ
∗ ×(Ø|Ù�Ø|Ú¡ÛmÜ�ÝSÙ�Þ-ßwßeà�Û�ámØ|âSã�ä\Ú�å�æjçÕè�ÛmÚ¡é�á
êeë%ì1íÕî@ï�ð�ñ¡òQó�òDô
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S ⊆ V

«g³X§x± §x©|d«�ª�©Q§x©b¾¸x°�©|ª�°¡Å ¬�®w¸x°�©;®x²
G
É+ª�¶�§eªX«g³�É1§�³|°�ª;®x²}¸a°�©|ªQ«�¬�°�³;³|¦d¬>¶ ª�¶�§eªX°¡¸a°�©b¾

°�¨j¹a°X®x²
G
«g³"«g±j¬�«g¨j°�±Cª"µt«�ª�¶§�¸x°�©|ª�°¡Å«g±

S
º

���������
	���	��	�����������	���������	 ½ ��!#"%$'&)(+*,"-(,.0/21435&
6718.0/2!#6)9:98/�6<;,=?>%=?>8@,>8=�18/�"A18&
/�.�9B(,"C>B(,=EDF!G98.
(#9IHJ!#KL>8"�35&
=M(#9N&
6J"A>C98.0"5/218.O>-*P!#67>C9¡º

Q °�©�°SRU§x¯g´�®a³bªUT&´�°�§x±d³�RU¦d·�ªQ®$§$¬�®x±d³|ªQ§x±Cªu²�§x¬¡ªQ®a©�ºVT3»"¶d«g³}¬�®x±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°5X ¿d©�³|ª&°¡ÅÆ·d¯�«g¬�«qªQ¯q¾¢²�©Q§e´�°�¨
§x³;ªQ¶d°YRU³�«�±d¹a¯�°�¯�°�¸a°�¯u¬�®a±#W|°�¬�ªQ¦j©�°8TzC¾�Z(°�±�[Ó§x±d¨ ÃÄ°�¹a°�±d°�©¢«�±]\ Á'^`_ X µ&§x³�¬�®x±d³�«�¨d°�©|°�¨ÑC¾ ³�°�¸x°�©�§x¯
§x¦jª�¶d®a©|³�Éa\ ÁwÖ É ^ Écb`É Áed É Áf^ É Ö#_ §x´�®a±d¹ ®xª�¶d°�©|³�º »"¶�§-ªª�¶d° ¬�®a±#W|°�¬�ªQ¦j©�°Ä¶j®a¯g¨d³Ó²�®a©g(,=EDF!G98.h(,=�=
¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬\²�¦j±d¬�ª�«g®a±d³�µ&§x³&³|¶d®Dµt±3C¾Fiu¯g®a±d«g§x©-[j\ ^,_ ´�®x©�°"ªQ¶�§e±�ªMµu°�±CªM¾z¿d¸x°�¾x°�§x©|³"§x¹a®$§x±d¨+É`³�®;²�§x©�É±d® À °¡¸a°�± ¬�®a±d³|ªQ§x±Cª Â ¹C§x·�5°�ªMµu°�°�± ª�¶d°�³�«k[�°�®x²u¹a°�±j°�©Q§e¯�§x±d¨Õ³�«�±d¹a¯�°¢¯g°¡¸a°�¯�¬�«g©|¬�¦d«qªQ³S²�®x©�¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±d³�µ&§x³clK±d®Dµt±+º

m ± ªQ¶d«�³¼·�§x·5°�©µ&°Ò¨d«�³�·d©|®D¸a°ÑªQ¶j°Ñ³�«�±d¹a¯g° ¯g°¡¸a°�¯¢¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°Ò«�± § ³|ª�©�®a±j¹ ³�°�±j³�°x½ ªQ¶d°�©�° §x©|°
¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬$²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³�«g±

n
¸e§x©�«g§xd¯g°�³\µt¶j®a³�°�´�®a±d®eªQ®a±d°;¬�«�©�¬�¦d«�ª�³S¶�§�¸a°¢¯g«g±j°�§x©\³�«k[�°$µt¶j°�©�°�§x³�ªQ¶j°�«g©

´�®a±d®xª�®a±d°È³�«�±d¹a¯g°�¯�°�¸x°�¯}¬�«g©|¬�¦d«qªQ³p©|°�¤K¦d«g©|°�³|«?[�°
Ω(n2/ log3 n)

º3£ ³|«g´�«g¯l§e©S¹C§x· «g³;§x¯�³�®�³�¶d®Dµt±Ä²�®a©
5®Æ®a¯�°�§x±�3f!#"5DY&
=n(#9¡ºÏÃÄ°¼§x¯g³|®Ä¨d«�³�¬�¦d³�³zª�¶d°�³|«g±d¹a¯�°¯�°�¸x°�¯\¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°�«�± ªQ¶j°¼¬�§e³�°�®x²X´�®a±d®eªQ®a±d°
¬�«�©�¬�¦d«�ª�³tµt«qªQ¶g&
6�o8!#&<6�*<>-*�²�§x±j«g±�¹C§eªQ°�³�Éi§x±d¨³�¶d®Dµ ªQ¶d§eª\¶d°�©|°$ªQ¶j°$¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°¢«�³\ª�©�¦d°X²�®a©\§�¯g§x©�¹a°
À §e±d¨¼°@Åj·j¯g¬�«qª Â ¬�¯g§x³�³\®x²�¹a©�§x·d¶d³\«g±j¬�¯g¦j¨d«g±d¹�§x¯�¯(©�°�¹x¦d¯l§x©t¹a©�§x·d¶d³�§x³\µ&°�¯g¯1§x³�§e¯g¯(¹a©�§x·d¶d³\®x²�¬�®a±d³|ªQ§x±Cª¨d°�¹a©�°�°Xµt«qªQ¶

Ω(n)
°�¨d¹a°�³�º

ÃÏ¶C¾�³�¶j®a¦d¯g¨�µu°�¬�§e©�°�§x5®a¦jª�´�®a±j®xªQ®a±j°¢¬�«�©�¬�¦d«�ª�³�²�®a©�¬>¶j°�§x·Õ¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬$²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³�É%µt¶d°�±�µu°
§x¯�©�°�§e¨j¾3¬�§x±·j©�®D¸a°X¶d«�¹a¶ À °�¸x°�±°¡ÅÆ·i®x±d°�±CªQ«g§x¯ Â ¯�®Dµ&°�©"i®a¦j±d¨d³"²�®a©"´�®a±d®xª�®a±d°p¬�«�©�¬�¦d«�ª�³Cp�»"¶j°�©�°$§x©|°³�°¡¸a°�©Q§x¯
©�°�§x³�®x±d³\²�®x©�ªQ¶d«�³�º

Á º7£�±C¾�°¡ÅÆ·d¯�«g¬�«qª n
Ç�¸x°�©|ª�°¡ÅÈ¹x©Q§x·d¶

G
Éxª�¶�§eª�¬�§x±d±d®eª�i°�©|°�·d©|°�³|°�±CªQ°�¨ À «�±�§�³�°�±d³�°t¨d°�³�¬�©�«g5°�¨È¯g§eªQ°�©«g±Yq�r Â C¾;§"´�®a±d®xª�®a±d°�¬�«g©�¬�¦d«�ª
¦j³�«g±j¹t²�°¡µ&°�©(ªQ¶�§x± cn

¹C§eªQ°�³(²�®a©(§t³�¦)s�¬�«�°�±CªQ¯q¾p¯g§x©�¹a°7¬�®a±d³bª>§x±Cª
c > 0

É
µu®a¦d¯g¨È¹a«q¸a°"¦d³}§x±È°@Åj·j¯g«g¬�«�ª�>Ut�HJ!#67>86J.0/0(,=/¯g®Dµu°�©�5®a¦d±d¨È²�®a©�¹a°�±d°�©�§x¯ À ±j®a±ÆÇM´�®a±d®eªQ®a±d° Â ¬�«�©�¬�¦d«�ª�³�º�Z(°¡ª¦d³;³�¶d®x©|ªQ¯q¾�³-le°�ª�¬>¶Ò¶d®Dµ ¨d®`°�³pªQ¶d«�³X¶�§x·d·5°�±+ºvu�¸x°�©b¾ j«g·�§x©bªQ«qªQ°

n × n
¹x©Q§x·d¶

G ⊆ U × W
µt«�ªQ¶

n = 2m
§e±d¨

U = W = {0, 1}m
¹a«q¸a°�³S¦d³X§3i®`®a¯�°�§x±¼²�¦j±d¬�ª�«g®a±

f À ªQ¶j°�¬>¶�§x©Q§e¬�ªQ°�©�«�³|ªQ«�¬¢²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±®x²
G Â «�± 2m

¸e§x©|«l§xd¯�°�³p³|¦d¬>¶ ª�¶�§eª
f(uv) = 1

«q²�§x±j¨ ®a±j¯�¾�«q²
uv ∈ G

º�ÐÆ¦d·d·5®a³|°�±d®Dµ ªQ¶�§eªXµu°
¶�§�¸a°\§Y67!#6JwxDF!#67!#.x!#67>"¬�«�©�¬�¦d«�ª

F (y1, . . . , y2m)
¬�®a´�·d¦jª�«g±d¹

f
µt¶j®a³�°t«g±j·d¦jªQ³�§e©�°�¸e§x©�«g§xd¯�°�³

yi

§e±d¨
ªQ¶j°�«g©$±d°�¹a§eªQ«�®a±d³

yi y ªQ¶d°3©|°�³bª�®x²�ª�¶d°3¬�«�©�¬�¦d«�ª$«g³;´�®x±d®xªQ®x±d° À ¬�®a±d³|«g³bªQ³¢®e²t£�ÊSË §e±d¨ ÍpÎ ¹a§eªQ°�³ Â º»"¶d°�±+É�§x¬�¬�®a©�¨j«g±d¹�ªQ®¼ª�¶d°z³|®eÇM¬�§x¯g¯�°�¨zRM´z§e¹a±d«�¿d¬�§eª�«g®a±�¯�°�´�´z§#T{\ ÁG|e_ É7«�ª$«g³¢·5®a³|³�«gj¯g°ÈªQ®�©|°�·d¯g§x¬�°�«�ªQ³
4m = 4 log n

«�±d·d¦jª�¯�«�ª�°�©Q§e¯g³ À 5®xªQ¶¢·i®a³|«�ª�«�¸a°�§x±d¨�±d°�¹C§eª�«�¸a° Â C¾�5®Æ®x¯g°�§e±¢³�¦j´�³ À ÍpÎ\³ Â ®x²�¸e§x©�«g§xd¯�°�³«g±
X = {xv : v ∈ U ∪ W} ³�®�ª�¶�§eª�ª�¶d°Ó©�°�³�¦d¯qªQ«g±j¹�DF!#67!#.O!#67>3¬�«�©�¬�¦j«�ª

F+(X)
«�± |X| = 2n¸e§x©�«g§xd¯�°�³�©|°�·d©|°�³�°�±CªQ³

G
º m ªu¬�§x±Èi°t³|¶d®Dµt± À ³|°�°j\ ÖÆÁ'_ ®a©}Z(°�´�´�§:rjº�~X5°�¯�®Dµ Â ªQ¶�§eª}§e¯g¯Æª�¶d°�³|° 4 log n5®Æ®a¯�°�§x±X³|¦d´�³1¬�§e±¢5°}³|«g´�¦j¯�ª>§e±d°�®a¦j³�¯�¾S¬�®a´�·d¦jª�°�¨$K¾$§t´�®x±d®xªQ®x±d°�¬�«g©|¬�¦d«qª
®x²d³|«?[�°

cn
µt«�ª�¶

c ≤ 24
º

»"¶d°�©�°�²�®x©�°xÉ`ªQ¶d°S³�«?[�°S®x²
F
¬�§x±d±d®eª�5°S´�¦d¬>¶Ó³|´z§e¯g¯g°�©�ªQ¶�§e±zªQ¶�§-ª�®x²

F+

½
size(F ) ≥ size(F+)− cn

º
Q °�±d¬�°eÉ/§�¯g®Dµ&°�©�5®a¦d±d¨

cn + nε
®a±3ª�¶d°X³�«k[�°�®x²4DF!#67!#.x!#67>p¬�«g©�¬�¦d«�ª�³�©�°�·d©�°�³�°�±Kª�«g±d¹

G
µ&®a¦j¯g¨Ó¾`«g°�¯�¨

§z¯�®wµu°�©�i®x¦d±d¨
nε = 2εm

®a±¼ª�¶d°F67!#6JwxDF!#67!#.x!#67>$¬�«g©|¬�¦d«qªS³|«?[�°�®x²}§x±�°@ÅÆ·d¯g«�¬�«�ª�5®Æ®a¯�°�§x±�²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±
f
«g±

2m
¸e§x©�«g§xd¯g°�³�º

Ö º}i&°¡ª�ªQ°�©�¾a°¡ª�Éd²�®a©u³�®a´�°�¹a©�§x·d¶d³ G
É
fG

«�³&ªQ¶j°F!#6J=E��´�®a±d®xª�®a±d°�i®`®a¯g°�§x±z²�¦d±j¬�ªQ«�®a±Ó©�°�·d©�°�³�°�±KªbÇ
«g±j¹

G
ºzÐÆ¦d¬>¶Ä§x©�°eÉ�«�± ·d§x©|ª�«g¬�¦j¯l§x©�É(¬�®a´�·d¯g°�´�°�±CªQ³X®x²}ªQ©�«g§x±d¹a¯�°¡Çm²�©�°�°¢¹a©Q§x·j¶d³ À ³�°�°3Í�d³|°�©|¸e§eª�«g®a±�rjº�b5°�¯g®Dµ Â º Q °�±d¬�°eÉ�®a±d°�¬�®x¦d¯g¨ ®ajªQ§x«g±Õ¯l§e©�¹a° À °¡¸a°�±Ñ°¡ÅÆ·5®a±d°�±Cª�«l§x¯ Â ¯g®Dµ&°�©$5®a¦d±j¨d³;²�®x©;¹x°�±d°�©Q§x¯�±d®a±`Ç´�®a±d®xª�®a±d°&¬�«g©|¬�¦d«qªQ³7C¾¢·d©�®D¸`«g±d¹X§�¹a®Æ®`¨ À d¦jª�®a±j¯�¾$¯g«g±j°�§x© Â ¯�®wµu°�©7i®a¦j±d¨�®a±�ªQ¶j°�´�®x±d®xªQ®x±d°&¬�«g©�¬�¦d«�ª³�«k[�°X®x²�³�¦d¬>¶¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�¦d±d¬�ª�«g®a±j³�º

rjºg��±d¯�«?lx°zi®`®a¯g°�§x±Ä²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³�É}¹x©Q§x·d¶j³�¶�§�¸a°�i°�°�± ³|ª�¦d¨d«�°�¨Ò²�®a©�§�¯�®a±d¹¼ª�«g´�°xÉ�§x±d¨Ò°@ÅÆ·d¯g«�¬�«�ª

Ö



¬�®x±d³|ª�©�¦d¬¡ªQ«g®x±d³X®x²&¹x©Q§x·d¶j³Xµt«qªQ¶�¸a°�©|¾Õ³|·i°�¬�«l§e¯�·d©�®a·5°�©bªQ«�°�³X§x©|°�§e¯g©�°�§x¨j¾ l`±j®wµt±%º m ª;«�³�ªQ¶d°�©�°�²�®x©�°�§¶d®a·5°�ªQ®�¨j°�³�«�¹a±�§�¯g®Dµu°�©"5®a¦d±d¨�·d©|®Æ®e²(ªQ¶�§eªt«�³�¶d«�¹a¶d¯�¾�³|·i°�¬�«l§e¯g«?[�°�¨z²�®x©�³�®a´�°�·�§e©|ªQ«�¬�¦d¯g§x©&¹x©Q§x·d¶Ó®x©
³�®x´�°X³�´�§x¯�¯(¬�¯l§e³�³t®x²�¹a©�§x·d¶d³�º&»"¶d«�³�¬�®a¦d¯�¨ À ·d©�®ad§xd¯�¾ Â ¯g°�§x¨�ªQ®3§È¯g®Dµu°�©\i®x¦d±d¨�·d©�®`®x²7µt¶j«g¬>¶µt«�¯g¯±d®xª"²�¦j¯�¿�¯�¯iªQ¶j° RM¯l§x©|¹a°�±j°�³�³OTp¬�®a±d¨d«qªQ«g®x±Ó«g±ÓªQ¶d°X±d®eªQ«g®x±Ó®x²�RM±�§eªQ¦j©Q§x¯i·d©�®`®x²�³ TY\ Ö#^,_ º

^ º"ÃÏ¶d°�±Õ§e·d·d¯g«�°�¨�ªQ®�¤`¦d§x¨d©Q§-ªQ«g¬X²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±d³�É�lK±d®Dµt±�¯g®Dµu°�©S5®a¦d±j¨�§x©|¹a¦d´�°�±CªQ³\²�®a©�´�®a±d®eªQ®a±d°
¬�«�©�¬�¦d«�ª�³OX Î\§,[�i®a©|®D¸ � ³¢´�°�ª�¶d®`¨Ñ®x²\§x·d·j©�®�ÅÆ«g´�§eªQ«�®a±d³ \ ÖxÖ#_ §e±d¨Ò«�ª�³¢´�®Æ¨d«q¿�¬�§-ªQ«g®x±d³OX ¬�§x±d±j®xªX¾Æ«�°�¯�¨
¯g®Dµu°�©�5®a¦d±j¨d³�¯l§x©|¹a°�©
ªQ¶d§x±

n
º�»"¶j°"©�°�§e³�®a±�²�®a©�ªQ¶d«�³7«g³�ªQ¶�§eª�ªQ¶d°�³�°\§x©|¹a¦d´�°�±CªQ³�§e©�°�¯�®wµu°�©7i®a¦j±d¨d«g±j¹

ªQ¶j°PDY/�6J/�DY&<D ®x²&£�Ê�Ë ¹C§-ªQ°�³;§x±j¨ ª�¶�§eª;®x²�ÍXÎ ¹a§eªQ°�³;±j°�°�¨j°�¨ ª�®¬�®a´�·d¦jªQ°�ª�¶d°�²�¦d±d¬�ª�«g®a±%É�§e±d¨
À §e³�µ&°�§x¯�©�°�§e¨j¾Ä±j®xªQ°�¨ §ei®D¸a° Â °�¸x°�©|¾ ¤K¦�§e¨d©Q§eª�«g¬35®`®a¯g°�§x±Ä²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±

fG

«g±
n
¸e§x©|«l§xj¯g°�³¢¬�§x± 5°

¬�®x´�·d¦ÆªQ°�¨�C¾�§�ªQ©|«�¸`«l§x¯i´�®x±d®xªQ®x±d°p³�«�±d¹a¯g°@ÇM¯�°�¸a°�¯+¬�«�©�¬�¦d«�ª�µt«qªQ¶�§eªt´�®a³|ª
n − 1

£SÊSËÌ¹C§eªQ°�³�º
ÃÄ°�ªQ¶j°�©�°¡²�®a©�°}±d°�°�¨�°�±Kª�«g©|°�¯�¾�±d°�µ ¯�®wµu°�©
5®a¦d±d¨¢§x©�¹x¦d´�°�±CªQ³
²�®a©
´�®a±j®xªQ®a±j°�¬�«g©|¬�¦d«qªQ³
¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹

¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±d³�º���®a©�ªQ¶d«�³�É
«�ªX«�³p«g´�·i®x©|ª>§e±KªSªQ®�i°¡ª�ª�°�©X¦d±d¨d°�©�³bª>§x±d¨ ªQ¶d°v98.0"8&J18.0&
"A>�®x²�³|¦d¬>¶
¬�«�©�¬�¦d«�ª�³�º\£S±d¨¼ª�¶d° À ¯g®a±j¹z³|ª�¦d¨d«�°�¨ Â ³�«g±j¹a¯g°;¯g°¡¸a°�¯1¬�®x±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°�³�°�°�´�³SªQ®35°�§�¹a®`®Æ¨³|ª>§e©|ªQ«�±d¹z·5®a«�±Kª«g±Óª�¶d«g³"¨d«�©�°�¬�ªQ«�®a±+º

� ���	�1��
@���
Z(°�ªÈ¦d³�¿�©|³|ª�«g±Cª�©�®`¨d¦d¬�°Ó³|®a´�°3±d®xªQ§eªQ«�®a±+º�i}¾ÑªQ¶d° 98/�#>Ó®x²�§�¬�«g©|¬�¦d«qª�µ&°�µt«g¯�¯&§e¯�µ&§D¾`³È´�°�§x±ÒªQ¶j°
±K¦d´�5°�©\®x²�¹a§eªQ°�³�«�±«qª�º���®a©\§�´�®a±j®xªQ®a±j°pi®`®a¯g°�§x±�²�¦d±d¬�ª�«g®a±

f
É/¯�°�ª

C(f)
¨d°�±d®xªQ°XªQ¶j°$´�«g±d«�´�¦d´

±K¦d´�5°�©È®x²\¹C§eª�°�³�§x±d¨
C&(f)

ª�¶d°Ó´�«�±d«g´¢¦d´ ±`¦j´�i°�©�®x²�£�ÊSËÔ¹C§eª�°�³�«�± §�´�®a±d®xª�®a±d°3¬�«g©|¬�¦d«qª
¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹

f
º Z(°�ª�§x¯�³�®

C1(f)
§x±j¨

C1
&(f)

¨d°�±d®eªQ°�ªQ¶j°�³�«�±d¹a¯g°¯g°¡¸a°�¯S¬�®a¦d±Cª�°�©�·d§x©|ª�³Ó®x²XªQ¶d°�³�°
´�°�§x³|¦d©�°�³�º���¦d©|ª�¶d°�©�Éi¯�°�ª

L(f)
§x±d¨

L1(f)
¨d°�±d®eªQ°$ª�¶d°¢´�«g±j«g´�¦d´ ¯g°�±d¹xªQ¶®x²�§�´�®a±j®xªQ®a±j° À ©�°�³�·+ºqÉ®x²7§�´�®a±j®xªQ®a±j°�³�«�±d¹a¯g°p¯�°�¸x°�¯ Â ²�®a©�´�¦j¯l§�¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹ f

º�Ît°�¬�§e¯g¯iª�¶�§eª�§ 3f!#"5DY&
=n(�«�³t§�¬�«g©|¬�¦d«qª�µt¶d°�©�°
§x¯�¯i¹C§-ªQ°�³&¶�§�¸a°�²�§x±d®x¦jª

1
ÉÆ«mº °xº7ª�¶d°�¦d±j¨d°�©|¯�¾`«g±d¹�¹x©Q§x·d¶z«g³"§$ª�©�°�° y ª�¶d°Y=?>86<;,.��z®x²
ªQ¶j°S²�®a©�´¢¦d¯l§;«g³&ª�¶d°±K¦d´�5°�©t®x²�¯g°�§D¸x°�³\®x²1ªQ¶d«�³�ªQ©�°�°xº

m ± »7§xj¯g° Á µu°Ó³�¦j´�´�§x©�«k[�°hl`±j®wµt± ¦d·j·i°�©È§x±d¨Ò¯g®Dµu°�©�5®a¦d±j¨d³�®a±ÑªQ¶j° D (ft /�DY&
D�·i®x³�³�«�d¯g°
¬�®x´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾È®e²
¤`¦d§x¨d©Q§-ªQ«g¬t²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±d³

fG

®D¸a°�©�§x¯g¯
n
Çm¸a°�©|ªQ°@Å3¹x©Q§x·d¶j³ y ª�¶d°�¦d·j·i°�©&5®a¦d±d¨d³&¶d°�©|°�¶d®a¯�¨²�®a©t§x¯�¯%¹a©�§x·d¶d³\§x±j¨�ª�¶d°X¯g®Dµ&°�©ti®a¦j±d¨d³"²�®a©t§x¯�´�®a³bª"§x¯�¯+¹a©�§x·d¶d³�º

»�§xd¯�° Á ½��p±d®Dµt±5®a¦d±j¨d³�®x±�ª�¶d°X´z§wÅj«�´�¦d´ ¬�®a´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾z®x²7¤K¦�§e¨d©Q§eª�«g¬�²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³
������������� ��!�"�# $��&%'������� ��!�"�#

C1(n) = O(n2/ log n) À \ ^,_lÂ C(n) = Ω(n2/ log n) À \ ^`_]Â
L1(n) = O(n2/ log n) À \ Ö,d É�bÆÉ ÖÆÁ8_]Â L(n) = Ω(n2/ log n)

C1
&(n) ≤ n − blog nc + 1 À \ Ö d É Á'^,_]Â C1

&(n) ≥ n − c log n À \ Ö b _lÂ
C&(n) = Ω(n/ log n) À \ Áf^#_]Â
C&(n) = Ω(n) À \ Öe_lÂ

m ± ª�¶d«g³X·�§e·i°�©Xµu°�§x©�°È«�±Kª�°�©|°�³|ª�°�¨ «g±�ªQ¶d°È¬�®a©�©|°�³�·5®a±d¨j«g±d¹�¹C§x·j³;5°�ªMµu°�°�±Ñ¹a°�±d°�©�§x¯�§x±d¨ ³�«�±d¹a¯g°¯g°¡¸a°�¯(¬�®a´�·d¯g°@ÅÆ«�ªQ«�°�³&²�®x©:/�6�*,/�@G/0*,&�(,=1¹a©Q§e·d¶d³�½
Á º�¬�«�©�¬�¦j«�ª"¹C§e· Gap(G) = C1(fG)/C(fG) y

r



Ö º�´�¦d¯qªQ«g·j¯g«g¬�§eªQ«q¸a°t¹C§x· Gap&(G) = C1
&(fG)/C&(fG) yrjº�²�®a©�´¢¦d¯l§¢¹a§x·

Gap form(G) = L1(fG)/L(fG)
º

Ê�®xª�°ª�¶�§eªzª�¶d°¼³|«g±d¹x¯g°�¯g°�¸x°�¯�¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°�¬�¯l§x«�´�³�ª�¶�§eª
Gap(G) = O(1)

²�®a©�§x¯g¯t¹a©�§x·d¶d³
G
º

»�§xd¯g° Á ³|¶d®Dµt³�ªQ¶d§eª�Éj²�®x©t§x¯g´�®a³|ª"§x¯g¯i¹a©Q§x·j¶d³�Édª�¶d°X¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°;«g³"«�±d¨d°�°�¨�ª�©�¦d°eº£S± °¡¸a°�± ³|ªQ©|®a±d¹a°�©z³|¦d·d·5®a©|ª�²�®a©�ª�¶d°¼³|«g±d¹a¯�°�¯g°�¸x°�¯\¬�®a±eW|°�¬�ª�¦d©�°µ�§x³z¹a«�¸x°�± C¾��«g©bµ�§e¯g¨ §e±d¨
ÐÆ¬>¶d±j®a©�© \ Áed#_ ½ «�²�µu° ¬�®a±j³�«g¨j°�©�¬�«�©�¬�¦d«�ª�³�®D¸a°�©�ª�¶d°Ò�§x³|«g³ {⊕,∧, 0, 1} ¬�®a´�·d¦jª�«g±d¹ À §x¯�¹a°�d©�§x«g¬ Â¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�®a©�´�³ ∑

uv∈E xuxv

®D¸a°�©
GF(2)

§x±j¨ «q²;µu° ¬�®a¦d±Cª�®a±d¯q¾ £SÊSË ¹C§eªQ°�³�ÉSª�¶d°�± >8@,>8"5�
®a·jª�«g´�§x¯ À µt«�ªQ¶ ©�°�³�·5°�¬¡ª$ª�®�ª�¶d°�±K¦d´¢i°�©$®x²&£�Ê�Ë ¹C§eª�°�³ Â ¬�«g©�¬�¦d«�ªX«�³;§�³|«g±d¹a¯�°È¯g°�¸x°�¯�¬�«�©�¬�¦d«�ª�ºFi&¦ÆªªQ¶j°;¬�§x³�°X®x²�¬�«�©�¬�¦d«�ª�³"®w¸x°�©tªQ¶d°X�§e³�«g³ {∨,∧, 0, 1} ©|°�´�§x«g±d°�¨�¦d±d¬�¯�°�§x©�ºm ± ª�¶d°Õ¬�§x³|° ®x²;²�®a©|´�¦d¯l§e³�É �X©|«g¬>¶d°¡¸`³-lK«F\ ÁwÖG_ ¶�§x³�·d©�®D¸a°�¨ ª�¶�§eª

Gap form(Kn) = 1
²�®a©Óª�¶d°

¬�®x´�·d¯�°�ª�°z¹a©�§x·d¶
Kn

®a±
n
¸a°�©bªQ«�¬�°�³�É�°�¸a°�± «�²"±d°�¹C§eª�«g®a±Ñ«�³�§x¯�¯g®Dµu°�¨Ñ§e³�§x±Ò®a·5°�©�§eªQ«�®a±+º¼£ ¹a©Q§e·d¶

µt«�ª�¶
Gap form(G) ≥ 8/7

µ�§x³t¹a«q¸a°�±C¾{i&¦jd¯g«qªA[a\�b _ º m ±�ªQ¶j°;¬�§x³�°X®x²�´�¦d¯qªQ«�·d¯g«�¬�§eª�«�¸a°\¬�®x´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾xÉ§$¹x©Q§x·d¶�µt«�ªQ¶
Gap&(G) ≥ 4/3

µ&§x³&¹a«q¸a°�±3C¾FZ(°�±�[�§x±j¨zÃÄ°�¹a°�±j°�©:\ Áf^`_ º�Ît°�¬�°�±CªQ¯�¾xÉÆª�¶d«g³}¹C§x·�µ�§x³³�¦jd³|ªQ§x±CªQ«l§e¯g¯�¾z°�±d¯g§x©�¹x°�¨�ªQ®
Gap&(G) = Ω(n/ log n)

C¾�£S´�§x±d®�§x±j¨��¼§x©|¦d® l-§È«g±�\ Öe_ y ªQ¶j«g³"µ�§e³«g´�·d¯�«g¬�«qª\§x¯g³|®3«g±�\ ÁG|#_ ºN�\³�«g±j¹�§z¬�®a±j³|ªQ©|¦d¬�ª�«g®a±�®e²�»7§x©�W�§x± \ Ö ~ _tÀ µt¶d«g¬>¶%É+«g±�«qªQ³\ªQ¦d©|±+É%µ&§x³p¦d³�°�¨ÕK¾»�§x© W�§x±�²�®a©u¨j«g³�·j©�®D¸`«g±d¹¢ª�¶�§eª&£�ÊSË ¹C§eªQ°�³"§x©|°S·5®wµu°�©|¯g°�³�³&²�®a©u¬�®a´�·d¦jª�«g±d¹;5®Æ®a¯�°�§x±�³�¦d´�³ Â Éj£�´z§x±j®§x±d¨��¼§e©�¦d® l-§ \ Ö#_ ¶d§D¸x°;§x¯g³|®�³�¶d®Dµt±�ªQ¶d°p¹a§x· Gap(F) ≥ 29/28
²�®a©�¬�«g©�¬�¦d«�ª�³&¬�®a´�·j¦jªQ«�±d¹�§F9G>8. F®x²�¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬X²�¦j±d¬�ª�«g®a±d³�º Q ®Dµu°�¸a°�©�É5°�¸x°�±¼ª�¶d°X°¡ÅÆ«g³bªQ°�±j¬�°;®x²�§v98/�6<;,=?>X¹a©�§x·d¶

G
µt«qªQ¶

Gap(G) > 1µ&§x³t±d®xª lK±d®Dµt±+º
Í�¦d©t´z§x«�±Ó©�°�³�¦d¯qªt«g³�ªQ¶j°X²�®x¯g¯g®Dµt«�±d¹dº

��� ��� � ��� 	�
��
�� �J>8"A>�>Ut /?98.
n
wx@,>8"5.x>Ut ;,"U(8H �+9

G
98&J1 � . �)(,.

C(fG) = O(n)
o'&<.

C1(fG) =
Ω(n2/ log3 n) ��� >8671C>�� Gap(G) = Ω(n/ log3 n) �

»"¶d°�¹a©�§x·d¶d³�¦d³�°�¨Ï«g± »"¶j°�®a©|°�´ Ö º Á §x©�°³Q§eª�¦d©Q§eª�°�¨ °@Å`ªQ°�±j³�«g®x±d³3®x²$Ð`¾`¯q¸a°�³bªQ°�©bÇ�ªM¾`·5°�¹a©Q§e·d¶d³�É
ªQ¶d§eª"«g³�Éj®x²
j«g·�§x©bªQ«qªQ°S¹x©Q§x·d¶j³&µt¶d®a³|°�¸a°�©bªQ«�¬�°�³t§e©�°�·�§e©|ªQ«�¬�¦d¯g§x©�¸a°�¬¡ªQ®a©|³t«g±

GF(2)r
Éd§x±d¨3µt¶j°�©�°�ªMµu®

¸a°�©|ª�«g¬�°�³;§x©�°È§x¨eW�§x¬�°�±Kª;«��ÄªQ¶j°�«g©p³|¬�§x¯g§x©�·d©|®Æ¨j¦d¬�ªX®D¸a°�©
GF(2)

«g³
1
º�»"¶j° 9'(,.0&<"-(,.x>-*z>Ut .x>86)98/2!#6Ä®x²

§j«g·�§x©bªQ«qªQ°È¹a©Q§e·d¶
H ⊆ U × W

«g³$§ À ±d®a±ÆÇ�d«g·�§e©|ªQ«qªQ° Â ¹x©Q§x·d¶ G = (V, E)
µt«�ª�¶

V = U ∪ W³�¦j¬>¶ ª�¶�§eª
E ∩ (U × W ) = H

§x±j¨Õª�¶d°�«�±d¨d¦d¬�°�¨Õ³�¦dj¹a©Q§x·j¶d³X®x²
G
®a±

U
§x³�µu°�¯g¯7§x³p®a±

W
§x©�°

¬�®x´�·d¯�°�ª�°S¹a©�§x·d¶d³�º}»"¶j°p©�°�§e³�®a±3ª�®�¬�®a±d³|«g¨d°�©�¹a©�§x·d¶d³"®x²(ª�¶d«g³&³�·5°�¬�«g§x¯i²�®x©�´ ¯g«g°�³&«�±zªQ¶d°p³|«g´�·d¯g°t²�§x¬¡ª
À Z(°�´�´�§Frjº���5°�¯�®Dµ Â ªQ¶d§eª�¶�§�¸`«g±j¹Ó§z³�´�§x¯�¯1¬�«g©|¬�¦d«qªQ³S©|°�·d©|°�³|°�±CªQ«�±d¹ H

µu°�¬�§x±¼¬�®a±d³bªQ©|¦d¬�ªX§�³�´�§x¯g¯
¬�«�©�¬�¦d«�ª"¬�®a´�·d¦jªQ«�±d¹

fG

º
»�®Ó¨j«g³�·j©�®D¸a°¢ª�¶d°¢³|«g±d¹x¯g°;¯g°�¸x°�¯�¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°¢²�®x©�²�®a©|´�¦d¯l§e³�É/µ&°�¬�®a±d³|«g¨d°�©�§zd«�·�§x©bªQ«�ª�°;¸x°�©|³�«g®x±�®x²

¹a©�§x·d¶d³
«g±Cª�©�®`¨d¦d¬�°�¨XK¾jZ(®D¸��x³-[ \ Á b _ «�±p¶d«g³(²�§x´�®a¦d³%·d©�®`®x²Æ®x² �p±d°�³�°�© � ³�¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|° \ ÁaÁ�_ º1£ d«g·�§e©|ªQ«qªQ°
� 67>C9G>8"

n× n
¹a©Q§x·j¶3«g³&§�d«g·�§e©|ªQ«qªQ°\¹a©Q§e·d¶

K ⊆ U ×W
µt¶d°�©�°

U
§x±d¨

W
¬�®a±d³�«�³|ª"®e²1§x¯g¯

n = 2r³�¦jd³�°¡ªQ³
u
®x² {1, . . . , r} É�§e±d¨ uv ∈ K

«��
u ∩ v = ∅ º

��� ��� � ��� 	�
�	�
 � 3
G
/?9{.��J>h9'(,. &<"U(,.O>-* >Ut .O>86)98/2!#6 !O3{(�o'/�H)(,"5.0/�.O> � 67>C9G>8"

n × n
;,"U(8H �!�j.��J>86

L(fG) = O(n logn)
o'&
.

L1(fG) ≥ n1+c
3f!#"%(P1C!#6)98.2(,6J.

c > 0 ��� >8671C>�� Gap form(G) = nΩ(1) �
Ê�°@ÅÆª�É&µu°�¬�®a±d³|«g¨d°�©Èª�¶d°�³�«g±j¹a¯g°3¯�°�¸x°�¯t¬�®a±eW|°�¬�ª�¦d©�°�²�®a©�´�®a±d®xª�®a±d° &<6�o8!#&
6�*<>-*Y3�(,6J/�6 ¬�«�©�¬�¦j«�ªQ³

§x±d¨�²�®a©�´¢¦d¯l§x³�º&Ê\®xªQ°XªQ¶d§eªS«�±�ª�¶d«g³t¬�§x³�°$³�«g±j¹a¯g°p¯�°�¸a°�¯�¬�«g©|¬�¦d«qªQ³\§x©�°;·d©|°�¬�«�³�°�¯�¾ÓªQ¶j°
Σ3

¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�½uªQ¶j°
5®xª�ª�®a´ À ±d°@ÅÆªpª�®zªQ¶j°�«g±d·d¦ÆªQ³ Â ¯g°¡¸a°�¯7¬�®a±d³|«g³bªQ³�®x²&ÍpÎÌ¹C§eªQ°�³�É%ª�¶d°�´�«g¨d¨j¯g°;¯g°�¸x°�¯�¬�®a±d³|«g³bªQ³p®x²�£SÊSË
¹C§eª�°�³�É/§x±d¨�ªQ¶d°XªQ®a·�¯�°�¸a°�¯
¬�®a±d³|«g³bªQ³t®x²�§�³|«g±d¹a¯�°;ÍpÎ ¹C§eªQ°eº �/®x©t§È´�®a±d®eªQ®a±d°X5®Æ®x¯g°�§e±3²�¦d±d¬�ª�«g®a±

f
É

^



¯g°¡ª
C∗(f) À ©�°�³|·+ºqÉ L∗(f) Â i°�ª�¶d°"´�«�±d«g´¢¦d´ ³�«k[�°�®x²i§�´�®a±d®xª�®a±d°�¦j±`5®a¦d±j¨d°�¨�²�§x±d«�±�¬�«�©�¬�¦j«�ª À ©�°�³�·+ºqÉ²�®a©|´�¦d¯l§ Â ¬�®a´�·d¦jª�«g±d¹ f

ºLZ(°�ªS§x¯g³|®
C1

∗(f)
§x±d¨

L1
∗(f)

¨d°�±d®xªQ°;ªQ¶d°X¬�®a©�©|°�³�·5®a±d¨j«g±d¹�´�°�§x³�¦d©|°�³\«g±�§
¬�¯g§x³�³\®x²7´�®a±j®xªQ®a±j°

Σ3

¬�«�©�¬�¦j«�ªQ³ À «mº °xºuª�¶d°X³�«�±d¹a¯g°X¯�°�¸a°�¯(¸a°�©|³�«�®a±d³S®e²7ªQ¶j°�³�°;´�°�§x³|¦d©�°�³ Â º�Ê�®xª�°;ª�¶�§eª�É§x¯�³�®È«g±3ª�¶d°X¬�§x³|°$®x²1²�®a©|´�¦d¯l§e³�ÉÆµu°X±d®Dµ ¬�®x¦d±Cª\ª�¶d°X±K¦d´�5°�©t®x²�¹C§eªQ°�³�É�±d®eª"ªQ¶d°X±K¦d´�5°�©t®x²�¯g°�§D¸x°�³�º
ÐÆ«g±j¹a¯g°�¯�°�¸x°�¯
¬�«�©�¬�¦j«�ªQ³"®e²7¦d±K5®a¦d±d¨j°�¨�²�§x±d«g±�§x©|°X«g±CªQ°�©�°�³bªQ«�±d¹ÈK¾Ó§eªt¯g°�§x³|ª"ªMµu®z©|°�§x³|®a±d³�º
Á º »"¶j°·d©|°�³|°�±d¬�°�®x²�¦j±`5®a¦d±j¨d°�¨!²�§x±d«g±!¹C§eª�°�³È´�§D¾ >Ut�HJ!#67>86J.0/0(,=�=E�Ä«�±d¬�©|°�§x³|°ÓªQ¶d°�·i®Dµu°�©�®x²

³�«�±d¹a¯�°¯�°�¸a°�¯�¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�½¼«�²UÉ�³�§D¾xÉ
G
«�³�ª�¶d°¼³�§eªQ¦j©Q§eª�°�¨ °¡Å`ª�°�±d³|«g®a± ®e²X§x±

n
ªQ®

n
´z§eª�¬>¶d«g±j¹dÉuª�¶d°�±

C1(fG) = Ω(n)
d¦jª

C1
∗(fG) = O(log n) À C¾{Z(°�´�´�§x³Srjº��jÉJrjº ÁG| §x±d¨Prjº Á r�i°�¯g®Dµ Â º

Ö º�iu¾�ª�¶d°t©�°�¨d¦d¬�ª�«g®a±�¨d¦d°"ªQ®��}§x¯�«l§x±Cª \ Ö � _ Éj§p¯�®wµu°�©}5®a¦d±d¨�®x²%ª�¶d°t²�®a©�´ nΩ(1)
®a±ÈªQ¶j°�³|«?[�°t®x²+§

´�®a±d®xª�®a±d°
Σ3

²�®a©�´¢¦d¯l§¢©|°�·d©|°�³|°�±CªQ«�±d¹z§e±�°@ÅÆ·d¯g«�¬�«�ª
n
Çm¸a°�©bªQ°@Å�¹a©Q§x·j¶�µu®a¦d¯�¨�¹a«�¸x°p¦d³t§F98&eHJ>8"5wx=E/�67>-(,"

¯g®Dµu°�©�i®a¦j±d¨ ®a± ±d®a±ÆÇ�´�®a±j®xªQ®a±j° À ²�§x±d«�±ÆÇ 2 Â ¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�®x²p¯�®a¹C§x©|«�ªQ¶j´�«�¬3¨d°�·ÆªQ¶+Ét§x±j¨ ªQ¶K¦d³�É�µ&®a¦j¯g¨
©�°�³�®a¯q¸a°;§x±�®a¯g¨�§e±d¨�µt«�¨d°�¯q¾3®a·5°�±�·d©|®ad¯g°�´ «�±�¬�«g©|¬�¦d«qª"¬�®a´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾ À ³�°�° \ ÁG|#_ ²�®a©"¨d°�ªQ§x«g¯�³ Â º»"¶d°¢²�®a©|´ ÀmÖaÂ «g´�·d¯�«g°�³�ª�¶�§eª C∗(fG) = O(n)

²�®a©�§x¯�¯
n
Ç�¸x°�©|ª�°¡Å¼¹a©Q§e·d¶d³�º�Í�±ª�¶d°¢®eªQ¶d°�©S¶�§x±j¨+É

°�§e³|¾Ó¬�®a¦d±CªQ«�±d¹�³|¶d®Dµt³
C∗(fG) = Ω(n)

²�®a©t§x¯�´�®a³bªt§x¯�¯
n
Çm¸a°�©|ªQ°@Å�¹a©Q§e·d¶d³�½�°¡¸a°�©b¾�¹C§eª�°p«g±�§�¬�«g©|¬�¦d«qª

®x²u³�«k[�°
t
¬�§x±Õ¶�§�¸a°�§eªX´�®x³|ª

2t
·i®x³�³�«�d¯g°�³|°�ª�³$®x²u«g´�´�°�¨d«g§eªQ°$·d©�°�¨d°�¬�°�³�³|®a©�³�É7«�´�·d¯q¾`«g±d¹Ó§e± ¦j·d·i°�©

5®a¦d±d¨
2O(t2)

®a±ÕªQ¶d°�ª�®xª>§x¯7±`¦j´�i°�©X®x²&³|¦d¬>¶ ¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�º Q °�±j¬�°xÉ�§x¯�³�®Ó«g±�ª�¶d°�¬�§x³|°�®e²&¦d±K5®a¦d±d¨j°�¨²�§x±d«�± ¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�ÉuªQ¶j°³|«g±d¹a¯�°Ó¯g°¡¸a°�¯t¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°¼¶d®x¯g¨d³�²�®a© (,=EDF!G98.%(,=�=S¤K¦�§x¨j©Q§eª�«g¬Ó²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±d³�º »"¶d°
²�®a¯�¯g®Dµt«g±d¹ÕªQ¶j°�®a©|°�´ ¹a«�¸x°�³Ó§Ä³bªQ©|®a±d¹a°�©3©�°�³�¦d¯qª�½�ªQ¶d°¼¬�®a±#W|°�¬�ª�¦d©�°�¶d®x¯g¨d³�²�®a©�>Ut�H�=E/218/�. À §x±j¨ ¯l§x©|¹a° Â¬�¯g§x³�³|°�³t®x²7¤`¦d§x¨d©Q§-ªQ«g¬�²�¦j±d¬�ª�«g®a±d³�º

Î\°�¬�§x¯�¯1ª�¶�§eª�§z³�°¡ª
S ⊆ V

«g³�§ @,>8"5.O>Ut 1C!#@,>8"È®x²
G = (V, E)

«�²�°�¸a°�©|¾¼°�¨d¹a°¢®x²
G
«�³�«�±d¬�«�¨d°�±Cª

µt«�ª�¶ §Õ¸a°�©|ªQ°@Å «g±
S
º Z
°¡ª

τ(G)
¨d°�±j®xªQ°�ªQ¶d°�´�«�±d«g´¢¦d´�¬�§x©�¨j«g±�§x¯�«�ªM¾Ä®x²p§Õ¸a°�©bªQ°@Å ¬�®D¸a°�©z®x²

G
º

Z(°�ªS§x¯g³|®
m(G)

¨d°�±d®xª�°;ª�¶d°$´�§-ÅÆ«g´¢¦d´ ·5®a³�³|«gd¯�°X±`¦j´�i°�©
m
³�¦d¬>¶¼ª�¶�§eª

G
¬�®a±Cª>§x«�±d³S§È´�§eªQ¬>¶d«�±d¹

µt«�ª�¶
m
°�¨d¹x°�³p§x³�§x±�/�6�*,&J1C>-*¼³�¦dd¹x©Q§x·d¶%ºpÊ�®xª�°¢ªQ¶d§eªS²�®a©\°�¸x°�©b¾

n
Çm¸a°�©bªQ°@Å�¹a©�§x·d¶

G = (V, E)
®x²

´�§-ÅÆ«g´�¦d´ ¨d°�¹a©�°�°
d
µ&°X¶�§�¸x°�� |E|/d ≤ τ(G) = n − α(G) ≤ n − 1

§x±j¨
m(G) ≥ |E|/(2d)

º
��� ��� � ��� 	�
�� 
 ��!#" >8@,>8"5�%;,"U(8H �

G
KL> �)(,@,>

À § Â m(G) + 1 ≤ C∗(fG) ≤ L1
∗(fG) ≤ 2 · τ(G) + 1 ≤ 2n − 1

�

À  Â L1
∗(fG) ≥ τ(G)/d

(,6�*
C1

∗ (fG) ≥
√

τ(G)/d
�

K �J>8"A>
d
/?9N. �J>jD (ft /�DY&
D *<>2;,"C>C> !O3

G �
Q °�±d¬�°eÉ�«q²�µ&°¼¬�®a±d³|«g¨d°�©z¬�«g©�¬�¦d«�ª�³�µt«qªQ¶ &<6�o8!#&<6�*<>-*!²�§x±d«�± ¹C§eª�°�³zª�¶d°�±%É\C¾!·�§x©bª À § Â ®x²SªQ¶d«�³ªQ¶j°�®a©|°�´�ÉÆªQ¶j°S³�«�±d¹a¯�°�¯�°�¸a°�¯%¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°�«g³}ªQ©|¦d°S²�®a©u§¢¯l§e©�¹a°\¬�¯g§x³�³�®e²
¹a©Q§x·j¶d³�ÉÆ«g±d¬�¯g¦d¨d«�±d¹F(,=�=(©�°�¹x¦d¯l§x©

¹a©�§x·d¶d³;§x³pµu°�¯g¯�§x³h(,=�=u¹a©�§x·d¶d³X®x²u¬�®x±d³|ªQ§x±Cª¢¨d°�¹a©�°�°�µt«�ªQ¶
Ω(n)

°�¨j¹a°�³�½;²�®a©X§e¯g¯�ª�¶d°�³|°�¹x©Q§x·d¶j³Xµu°
¶�§�¸a°

C∗(fG) = Ω(n)
§e±d¨

C1
∗(fG) = O(n)

º
m ±3ªQ¶d°S¬�§x³|°�®x²
´�¦d¯qªQ«�·d¯g«�¬�§eª�«�¸a°"¬�®a´�·d¯g°@Åj«qªM¾ À µt¶d°�©�°Sµu°p¬�®a¦j±Kª�®a±d¯�¾�£SÊSË ¹C§eª�°�³ Â µu°p¶�§�¸a°�ªQ¶j°²�®a¯�¯g®Dµt«g±d¹¢¹C§x·+º

��� ��� � ��� 	�
��	��
�	������ ������������� !�
 ��� ��� �"! 
 � 3
G
/?9v. �J>a9'(,. &<"U(,.O>-*�>Ut .O>86)98/2!#6 !O3v(,6

n
.O!

nD (,.x1 �</�6<; �}.��J>86
C&(fG) = O(log n)

o'&
.
C1

&(fG) = Ω(n) ��� >8671C>�� Gap&(G) = Ω(n/ log n) �
# ý1Ù
ÜbÞ-Ù�á�à¡ú"Ú¡Û�ä�ü α(G) öûÙ+ámÝwØ�ú"Ú%$Dö÷úuÞwú!Ü|Ú@Û�âDö÷éeÚ � ö á�ä"à¡ødÚ¡é�ö é-âDØ|ßeØ|é-âDØbé�á1Ù�ØUá
ö é G ô

b



»"¶d«g³p©|°�³|¦d¯�ª�µ&§x³p«�´�·d¯�«g¬�«�ª\«g± \ ÁG|`_"À §x±j¨ °¡¸a°�± «�± \ Á�_ É(¬¡²Uº Z(°�´�´�§Frjº ÁG| 5°�¯g®Dµ Â µt¶j°�©�°È«qªSµ&§x³³�¶j®wµt±�ªQ¶d§eª\§x±
n
ªQ®

n
´�§eªQ¬>¶d«�±d¹

M À §�d«�·�§x©bªQ«�ª�° n × n
¹x©Q§x·d¶Ó¬�®a±d³|«g³|ª�«g±d¹È®x²

n
¸x°�©|ª�°¡Å�¨d«�³ W|®a«�±Cª

°�¨j¹a°�³ Â ¬�§x±Ä5°È©�°�·j©�°�³|°�±CªQ°�¨ÒC¾ §�´�®a±d®xª�®a±d°���Ê � µt«�ª�¶
O(log n)

¬�¯l§x¦j³�°�³�ºz»"¶d°�·d©|®Æ®x²&«g±�ªQ¶j«g³
¬�§e³�°¢«�³�·d§x©|ª�«g¬�¦j¯l§x©|¯�¾3³|«g´�·d¯g°eÉ/§x±d¨¼µu°¢«�±d¬�¯�¦d¨d°;«�ª�W|¦d³bª�²�®a©\¬�®x´�·d¯�°�ª�°�±d°�³�³�ºt£�´z§x±j®3§x±d¨ �¼§x©|¦d® l-§
\ Ö#_ ¶�§�¸a°;¦d³|°�¨�§�³|®a´�°¡µt¶�§eª\¨d«��%°�©�°�±Cª�§x©|¹a¦d´�°�±Cª"ªQ®È³�¶j®wµ�ªQ¶d°X³Q§e´�°p¹C§e·+º

»�§xd¯g° Ö ½}ÐÆ¦d´�´z§x©b¾3®x²�©�°�³�¦d¯qªQ³t¬�®x±d¬�°�©�±d«�±d¹�ªQ¶d°X³�«�±d¹a¯�°p¯g°�¸x°�¯(¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°
� ! �&%�! ��� � # ��� �����

¬�«g©|¬�¦d«qªQ³
Gap(F) ≥ 29/28 À \ Ö#_lÂ Gap(G) = Ω(n/ log3 n)

À §x¯g¯i¹C§eª�°�³ Â À ²�®x©t§�³|°�ª\®x²�¹a©Q§x·j¶d³ y ±d®alK±d®Dµt± Ð`¾`¯�¸x°�³|ª�°�©UÇ�ªM¾`·i°;¹a©�§x·d¶d³
¹C§x·�²�®a©t§�³�«�±d¹a¯�°�¹a©Q§e·d¶ Â À ´�§x«g±Ó©|°�³|¦d¯�ª Â²�®a©|´�¦d¯l§e³
Gap form(Kn) = 1 À \ ÁwÖ#_lÂ Gap form(G) = nΩ(1)

À §x¯g¯i¹C§eª�°�³ Â Gap form(G) ≥ 8/7 À \�b _lÂ �p±d°�³�°�©bÇ�ªM¾`·5°$¹x©Q§x·d¶j³
¬�«g©|¬�¦d«qªQ³

Gap&(G) ≥ 4/3 À \ Áf^,_lÂ Gap&(G) = Ω(n/ log n)

À £�ÊSËÌ¹C§eª�°�³ Â Gap&(G) = O(n/ log log n) À \ Ö#_]Â ·i°�©|²�°�¬�ª\´z§-ªQ¬>¶d«�±d¹a³
À §x¯�³�®�«�±g\ Ö#_ y «g´�·d¯g«�¬�«qªu«�±�\ Á É Áf|#_lÂ¦j±`5®a¦d±j¨d°�¨�²�§x±d«g±
C∗(fG) ≥ m(G) + 1

À §x¯g¯i¹C§eª�°�³ Â τ(G)/d ≤ L1
∗(fG) ≤ 2 · τ(G) + 1

C1
∗(fG) ≥

√

τ(G)/d
∀ G

®x²7´�§-ÅÆ«g´�§x¯5¨d°�¹x©�°�°
d

»"¶d°�©�°�³|ª�®x²pª�¶d°�·�§e·i°�©3«g³3®x©�¹C§x±j«?[�°�¨ §x³z²�®x¯g¯g®Dµt³�º m ± ªQ¶d°�±j°¡Å`ªÓ³�°�¬�ª�«g®a± µu°�¬�®a¯�¯g°�¬�ª3³|®a´�°
·d©|°�¯g«�´�«�±�§x©b¾p¨d°�¿d±d«�ª�«g®a±d³7§x±d¨�ª�°�¬>¶d±d«�¬�§x¯Æ²�§x¬�ª�³�º�Ã °�ªQ¶j°�±�¦d³|°�ªQ¶d°�³�°�²�§x¬¡ªQ³7ª�®p·d©�®D¸a°"»"¶j°�®a©|°�´�³ Ö º Á��
Ö º ^ «g± q'q ^��)d º�ÃÄ°X¬�®x±d¬�¯�¦d¨d°pµt«�ª�¶�³|°�¸x°�©Q§e¯1®x·i°�±·d©|®ad¯�°�´�³�º

� 	 ��� 
¡ �
  ���X��  �	�
m ±ÑªQ¶j«g³�³|°�¬�ª�«g®a±Ñµu°3¿�©|³|ª�©|°�¬�§e¯g¯�²�©�®a´ \ Áf|#_ ª�¶d°Ó±d®xª�«g®a± ®x²\¹a©Q§e·d¶Ñ©�°�·d©�°�³�°�±KªQ§eªQ«�®a±+É�°¡ÅÆ·5®a³�°Ó³|®a´�°·d©|®a·i°�©|ª�«g°�³7®x²5¤`¦d§x¨d©Q§-ªQ«g¬u²�¦d±d¬�ª�«g®a±j³�®x²5³Q§eª�¦d©Q§-ªQ°�¨È¹a©�§x·d¶d³�§x±d¨È©�°�¬�§x¯�¯j³�®x´�°�©|°�³|¦d¯�ª�³�§xi®x¦jª�5®Æ®x¯g°�§e±
³�¦j´�³�º\Ã °$ª�¶d°�±�·j©�®D¸a°�³|®a´�°$¹a°�±d°�©�§x¯ À ¹a©�§x·d¶ª�¶d°�®x©�°�ª�«g¬ Â 5®a¦d±d¨d³�®a±ª�¶d°¢¬�«g©|¬�¦d«qªS¬�®a´�·j¯g°¡ÅÆ«qªM¾Ó®x²¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�¦d±d¬¡ªQ«g®x±+º
� ��� � � � � ��� � # � ! ���� ��� ! Ã °;³|¶�§x¯�¯+¦d³�°;³|ªQ§x±d¨�§e©�¨�¹a©Q§x·j¶�ª�¶d°�®a©b¾�±d®xªQ§eªQ«�®a±+º�£Ì³�°¡ª�®e²7¸a°�©|ª�«g¬�°�³
«g³N/�6�*<>xHJ>86�*<>86J.�«q²�±d®ÈªMµu®3®x²�«qªQ³t¸a°�©|ªQ«�¬�°�³�§x©|°$§e¨#W�§x¬�°�±Cª�º"£ 67!#6Jw->-*G;<>;«g³\§�·�§e«g©"®x²�±j®a±ÆÇU§e¨#W�§x¬�°�±Cª
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w ∈ W
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»7§`lx°�§x±�§x©�d«qªQ©�§x©|¾�³|°�ª
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1
� ³S«g±�·5®a³�«qªQ«g®x±d³

a
§e±d¨
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a 6= u
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hw(S) = 1
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 � ��������� ����� # � «�¸x°�± §¼¬�®D¸a°�©|«g±d¹
E =

⋃m
i=1 Ai × Bi

®x²tªQ¶j°
°�¨j¹a°�³�®x²�§�¹x©Q§x·d¶

G = (V, E)
C¾¼d«�·�§x©bªQ«�ª�°p¬�¯�«g¤K¦d°�³�Éi«qªQ³ 98/�#>$«g³tªQ¶d°$±K¦d´�5°�©

m
®x²�¬�¯g«g¤K¦d°�³�Éi§x±d¨

«�ª�³ KL>8/n; �<.¢«�³�ªQ¶d°ÓªQ®eª>§x¯�±K¦d´¢i°�© ∑m
i=1(|Ai| + |Bi|)

®e²�¸x°�©|ª�«g¬�°�³�«g±ÒªQ¶d°�³�°�¬�¯�«g¤K¦d°�³�º Z(°�ª
cc(G)¨d°�±d®xªQ°ÈªQ¶j°�´�«g±j«g´�¦d´Ô³|«?[�°�§x±j¨
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G
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cc(G)
®w¸x°�©&§x¯g¯

n
Ç�¸a°�©|ª�°¡Åz¹a©Q§x·j¶d³u«�³
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\ ~jÉ Ö d É Ö b _ ÉÆ§x±d¨�ªQ¶�§eª}ªQ¶j°S´�§-ÅÆ«g´�¦d´¥®x²

ccw(G)«g³
Θ(n2/ log n)

\ ^ É d É�b _ º��®a©"§�¹a©Q§e·d¶
G
Éd¯g°¡ª

µ(G)
5°�ªQ¶j°p´�«�±d«g´�¦j´ ®x²

(a + b)/ab
®w¸x°�©\§x¯�¯i·�§e«g©�³

a, b ≥ 1
³�¦j¬>¶�ª�¶�§eª

G
¬�®a±Cª>§x«�±d³\§�¬�®a·C¾�®x²7§�¬�®a´�·d¯g°¡ªQ°pd«�·�§x©bªQ«�ª�°

a × b
¹a©Q§e·d¶

Ka,b

º
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G
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&(fG) = cc(G)
(,6�*

L1(fG) ≥ µ(G) · |E| � 
 !#"A>C!#@,>8" ��/ 3
G
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H
�}. �J>86

cc(G) ≥ cc(H)/2
(,6�*

ccw(G) ≥ ccw(H) �
� "A!G!O3 � »"¶d°�°�¤K¦�§x¯g«qªQ«�°�³ C1

&(fG) = cc(G)
§e±d¨

L1(fG) = ccw(G)
²�®a¯�¯g®Dµ «�´�´�°�¨d«g§eªQ°�¯�¾�²�©�®a´ ª�¶d°

²�§x¬¡ª À ³�¶j®wµt±�«g±z\ ^ É Á'^,_]Â ª�¶�§eª"´�®a±d®eªQ®a±d°p³|«g±d¹x¯g°S¯�°�¸x°�¯(¬�«�©�¬�¦d«�ª�³&²�®a©"¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬S²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±d³"¶�§�¸a°XªQ¶j°²�®a©|´ À r Â µt¶d°�©|° m
«g³�ªQ¶j°;±K¦d´¢i°�©\®e²7£SÊSËÌ¹C§eªQ°�³t«g±ÓªQ¶d°X¬�«g©�¬�¦d«�ª�º

»�®³�¶d®Dµ ª�¶�§eª
ccw(G) ≥ µ(G) · |E| É
¯g°¡ª E = A1 × B1 ∪ · · · ∪ Am × Bm

i°�§�d«g·�§e©|ªQ«qªQ°
¬�¯�«g¤K¦d°;¬�®D¸a°�©�«�±d¹z®x²

G = (V, E)
®e²�´�«�±d«g´�§x¯5µ&°�«g¹a¶Cª�º�ÐÆ°�¯g°�¬�ª�³|¦dd³|°�ªQ³

Ei ⊆ Ai × Bi

³�®�ªQ¶�§eª\ªQ¶j°
Ei

³\§x©�°X¨d«�³ W|®a«�±Cªt§x±d¨�¬�®D¸a°�©\ª�¶d°X³Q§x´�°p³�°¡ª
E
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m

∑
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(|Ai| + |Bi|) =
m

∑

i=1

∑

e∈Ei

|Ai| + |Bi|
|Ei|

≥
m

∑

i=1

∑

e∈Ei

µ(G) = µ(G) · |E|.

»1®�·d©|®D¸a°uª�¶d°�¯l§x³bª1¬�¯l§e«g´�ÉD¯g°�ª
G = (V, E)

i°u§x±;°¡Å`ªQ°�±d³�«�®a±¢®x²
H ⊆ U×W y ¶d°�±d¬�°eÉ E∩(U×W ) =

H
º m ²

Ai × Bi

É
i = 1, . . . , m

«g³\§�j«g·�§x©bªQ«qªQ°�¬�¯g«g¤K¦d°X¬�®w¸x°�©|«g±d¹�®x²
G
É�ªQ¶j°�±

(Ai ∩ U) × (Bi ∩ W )
É

(Bi ∩ U) × (Ai ∩ W )
É
i = 1, . . . , m

«g³�§�d«�·�§x©|ª�«�ª�°z¬�¯�«g¤K¦d°3¬�®D¸a°�©|«g±d¹Õ®x²
H
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C¾ Z(°�´�´z§zrjº d Éuµu°Pl`±j®wµ ª�¶�§eªÈªQ¶j°®D¸a°�©�¯g§x· ®e²�¹C§eª�°�³�¬�§x±j±d®xª�i°�ªQ®`®Õ¯l§x©|¹a°Ó«�²\ªQ¶j°³|¦d´�³�§x©|°
¨d«�³ W|®a«�±Kª}°�±d®a¦d¹a¶%º�»"¶d°S¨d«�³ W|®a«�±CªQ±d°�³�³&®e²
§$¬�®a¯g¯�°�¬�ª�«g®a±È®x²+³�¦d´�³ ∨

i∈S1
xi, . . . ,

∨

i∈Sm
xi

«�³u±d§eªQ¦d©�§x¯g¯q¾
©�°�¯l§eª�°�¨ÈªQ®XªQ¶d°�§xd³|°�±d¬�°�®x²%¯l§x©|¹a°"¬�¯�«g¤K¦d°�³}«g±ÈªQ¶j°�«�±d¬�«�¨d°�±d¬�°

m×n
¹a©�§x·d¶�®x²%ª�¶d«g³�¬�®x¯g¯g°�¬�ª�«g®a±�µt¶d°�©�°

i
§x±d¨

j
§x©�°;§x¨#W�§e¬�°�±CªS«��

j ∈ Si

½}ªQ¶d°;¬�®x¯g¯g°�¬�ª�«g®a±Ó®x²7³�¦d´�³\«g³
(h, k)

ÇM¨j«g³ W|®x«g±Cªt·d©�°�¬�«�³�°�¯q¾Óµt¶d°�±�ªQ¶d«�³
¹a©�§x·d¶¼¶d§x³�±j®z¬�®x·d«g°�³�®x²

Kh+1,k+1

º&£S´�§x±d®�§x±d¨��§x©�¦d®,le§ \ Öe_ ¦j³�°�¨ªQ¶d«�³�©|°�¯l§-ªQ«g®x±�ª�®�³|¶d®Dµ ªQ¶�§-ª
C1(fG) ≥ |E| ²�®x©&§x±C¾È¹a©�§x·d¶ G = (V, E)

µt«�ªQ¶�±d®$¬�®a·d«�°�³}®x²
K2,2 y «g±ÈªQ¶j«g³}¬�§x³|°\ª�¶d°S¬�®a©�©|°�³�·5®a±d¨`Ç«g±j¹¢³�¦j´�³&§x©�°

(1, 1)
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®x²�ªQ¶j°¢²�®a©�´
C1(fG) ≥ |E|/tO(1)

²�®a©
Kt,t

Ç�²�©�°�°�¹a©�§x·d¶d³�º Q ®Dµ&°¡¸a°�©�É(µ&°�±d°�°�¨Õ³�¦j·i°�©bÇM¯�«g±d°�§x©S¯�®Dµ&°�©5®a¦d±d¨d³S®a±
C1(fG)

²�®a©S¹x©Q§x·d¶j³
G
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n × n
¹a©Q§e·d¶d³

H
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Kt,t

µt«�ª�¶
t = n/4

É�°�¸x°�±�«q²�ª�¶d°X¹a©Q§x·j¶
H
«�ª�³�°�¯q²1«g³

K2,2

Ç�²�©�°�°xº
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C1(H)
®x²
§X´�®x±d®xªQ®x±d°t³�«g±j¹a¯g°"¯�°�¸a°�¯

¬�«�©�¬�¦d«�ªN"A>xH�"A>C9G>86J. /�6<;
H
ºu»"¶d°�±�¬�¯g°�§x©�¯q¾

C1(fG) ≥ C1(H)
W|¦d³bªS5°�¬�§x¦d³|°¢°�¨j¹a°�³ �e±d®a±ÆÇ�°�¨d¹x°�³S®e²

H§x©|°t§x¯g³|®p°�¨d¹a°�³��e±j®a±ÆÇM°�¨d¹a°�³}®e²
G
ÉK§x±j¨�¶j°�±d¬�°xÉ`§x±C¾�¬�«�©�¬�¦d«�ª�¬�®a´�·d¦jªQ«�±d¹

fG

´�¦j³|ª}§x¯�³�®p©�°�·d©�°�³�°�±Kª
H
º

$�� � � � ��
� ��
 � >8.
H ⊆ U × W

o8>j(vo'/�H)(,"5.0/�.O>�98. (,"5w 35"A>C>
n× n

;,"U(8H � K�/�. �{67!F1C!CH�/2>C9%!O3
Kt,t �� �J>86

C1(H) = Ω(|H|/t3) �
� "A!G!O3 � »�§,lx°$§�´�«g±j«g´�§x¯/´�®a±j®xªQ®a±j°p³�«g±j¹a¯g°p¯�°�¸a°�¯(¬�«�©�¬�¦j«�ª F

©|°�·d©|°�³�°�±CªQ«g±j¹
H
º�»"¶d°X¬�«�©�¬�¦d«�ª

F
¶d§x³

ªQ¶j°X²�®x©�´ ∨m
i=1 gi ∧ hi

µt¶d°�©�°

gi =
∨

u∈Si

xu

§x±j¨
hi =

∨

v∈Ti

xv

µt«�ª�¶
Si, Ti ⊆ U ∪W

§x©|°pi®`®a¯g°�§x±3³|¦d´�³"¬�®a´�·d¦jªQ°�¨�§eª�ª�¶d°p«g±d·j¦jªQ³"®x²
ª�¶d°
i
ÇmªQ¶Ó£SÊSË ¹C§eª�°xº}Í�¦d©

¹a®C§e¯�«g³pªQ®³�¶d®Dµ ªQ¶d§eªXµ&°�±d°�°�¨Ñ´z§e±K¾ÕÍXÎ ¹C§-ªQ°�³XªQ®�¬�®x´�·d¦ÆªQ°ÈªQ¶d°�³�°z³|¦d´�³�ºzÃ °�¬�§x±d±d®eª�§x·j·d¯�¾
Z(°�´�´z§arjº d ¨d«g©|°�¬¡ªQ¯�¾zªQ®ÈªQ¶d°�³�°;³�¦d´�³�5°�¬�§x¦d³|°;ª�¶d°$¬�®a©�©|°�³|·i®a±j¨d«g±d¹È²�§x´�«g¯�«g°�³u´z§�¾Ó±j®xª\i°X¨d«�³ W|®a«�±Kª°�±j®a¦d¹a¶+ºÐ`ª�«g¯�¯mÉ(µ&°�¬�§x± ¦d³�°�ªQ¶d°�§xd³|°�±d¬�°3®x²

Kt,t

«g±
H

ª�®¼³�¶j®wµ ª�¶�§eª;ªQ¶d°�©�°�³bªQ©|«g¬�ª�«g®a± ®x²�ª�¶d°�³|°
²�§x´�«g¯�«g°�³"ª�®zªQ¶d°�¯�°�²]ªS·�§x©|ª

U
®a©\ªQ®3ª�¶d°�©�«�¹a¶Cª�·�§e©|ª

W
®x²�ª�¶d°�d«�·�§x©|ª�«�ª�«g®a±�´�¦d³bªp¬�®a±CªQ§x«g±�§3¯g§x©�¹x°

°�±j®a¦d¹a¶
(t, t)

ÇM¨j«g³ W|®x«g±Cª"³�¦jj²�§x´�«g¯�¾xº
�7«g©|³|ª�É-®xd³�°�©|¸a°}ªQ¶�§-ª

Si∩Ti = ∅ i°�¬�§x¦d³|°}ª�¶d°�¹a©Q§e·d¶ H
«g³(³bª>§x©UÇ�²�©|°�° À ³|«g±d¹a¯�°�¸e§x©�«g§xd¯g°�³(©�°�·d©�°�³�°�±Cª¬�®x´�·d¯�°�ª�°$³bª>§x©|³ Â ºt£�¯g³�®jÉi«q²7²�®a©\³�®a´�° i

É%5®xª�¶
Si

§e±d¨
Ti

µu®a¦d¯�¨¼°�±Cª�«g©�°�¯�¾�¯�«g°X«g±�ªQ¶d°$³Q§x´�°$·d§x©|ª�®x²
ªQ¶j°�d«g·d§x©|ª�«�ªQ«�®a±+ÉCªQ¶j°�±3µu°p¬�®a¦d¯�¨jW|¦d³bª"©�°�´�®D¸a°�ª�¶d°

i
Ç�ªQ¶Ó£SÊSË ¹C§-ªQ°5X ªQ¶d°S©�°�³|¦d¯�ª�«g±d¹$¬�«�©�¬�¦j«�ª&µu®a¦d¯�¨

³|ª�«g¯�¯&©�°�·d©�°�³�°�±Kª
H À ©�°�¬�§x¯�¯&ªQ¶d§eªÈ®a± ·�§x«�©�³�®x²�¸a°�©bªQ«�¬�°�³�µt«qªQ¶d«�±!®x±d°�·�§x©|ªÈ®e²�ª�¶d°�d«g·�§e©|ªQ«qªQ«�®a±ÄªQ¶j°

¬�«�©�¬�¦d«�ª\¬�§e±¼ª>§,le°�§x©|d«�ª�©Q§x©b¾Ó¸e§x¯g¦d°�³ Â ºSÐ`®dÉ5µu°¢´�§�¾�§x³�³|¦d´�°$ªQ¶d§eªSª�¶d«g³\¨d®`°�³S±j®xªS¶d§x·d·5°�±+º Q °�±d¬�°eÉ
H
«g³�ª�¶d°X¦d±d«g®x±�®e²7d«�·�§x©bªQ«�ª�°�¬�¯�«g¤K¦d°�³

Ai × Bi = (Si ∩ U) × (Ti ∩ W )

A′
i × B′

i = (Ti ∩ U) × (Si ∩ W )

²�®a©
i = 1, . . . , m

º1ÃÄ°"´�§�¾¢§e³�³�¦j´�°�µXº ¯mº ®dº ¹dº�ª�¶�§eª�ª�¶d°�¦d±d«�®a±
H ′

®x²/¬�¯g«�¤`¦j°�³
Ai×Bi

É
i = 1, . . . , m¬�®x±KªQ§x«g±j³�§eª�¯g°�§x³|ª |H ′| ≥ |H|/2

°�¨d¹x°�³�®x²
H À «q²�±d®xª�Éeª�¶d°�±�ªQ§,lx°}ªQ¶d°u©�°�´�§x«�±d«g±d¹\d«�·�§x©|ª�«�ª�°}¬�¯g«�¤`¦j°�³ Â ºÐÆ«g±j¬�°

H ′
¶d§x³p±d®�¬�®a·j«g°�³p®e²

Kt,t

É+²�®a©�°¡¸a°�©|¾
i = 1, . . . , m

É
§eª�¯g°�§e³|ªp®a±j°�®x²�ªQ¶d°�³|°�ªQ³
Ai

§e±d¨
Bi

´�¦d³|ªS¶�§�¸a°¢²�°¡µ&°�©�ª�¶�§x±
t
°�¯g°�´�°�±Cª�³�º Q °�±j¬�°xÉ%«�²7µu°�³|°�ª

I = {i : |Ai| < t} ªQ¶d°�± |Bi| < t
²�®x©

§x¯�¯
i 6∈ I

º�ÃÄ°X´�§�¾Ó§x³|³�¦d´�°pªQ¶�§eª"ª�¶d°Xd«g·d§x©|ª�«�ªQ°S¹a©Q§x·j¶

H1 =
⋃

i∈I

Ai × Bi

¬�®x±KªQ§x«g±j³$§-ª$¯�°�§x³bª |H1| ≥ |H ′|/2 ≥ |H|/4
°�¨j¹a°�³;®x²

H À «q²&±j®xª�É
ªQ¶d°�±Ä¯�°�ª H1

i°ÈªQ¶d°�¦d±d«�®a±Õ®x²
d«�·�§x©|ª�«�ª�°�¬�¯�«g¤K¦d°�³

Ai × Bi

µt«�ª�¶
i 6∈ I

§x±d¨�©�°�·d¯l§x¬�°�ªQ¶d°X©|®a¯g°�³"®x²
Ai

� ³S§x±j¨
Bi

� ³ Â º»"¶d«g³;µ�§�¾Õµu°z®ajªQ§x«g± §j«g·�§x©bªQ«qªQ°
Kt,t

Çm²�©�°�°�¹a©�§x·d¶
H1 ⊆ A × B

µt«qªQ¶Ä·d§x©|ª�³
A =

⋃

i∈I Ai§x±d¨
B =

⋃

i∈I Bi

É+§e±d¨¼µt«�ª�¶ |H1| ≥ |H|/4
°�¨d¹a°�³�ºSÃ °�§x©|°¢¹a®a«�±d¹�ª�®3©�°�·d©�°�³�°�±Kªpª�¶d«g³�¹a©Q§e·d¶�C¾

§z´�®a±d®xª�®a±d° À ³�«�±d¹a¯�°$¯�°�¸a°�¯ Â ¬�«g©|¬�¦d«qª F1

®x²�³�«k[�°�±j®xª�´�¦j¬>¶�¯l§x©|¹a°�©tªQ¶�§e±�ªQ¶�§eªS®x²
F
É+§x±d¨ªQ®Ó§x·j·d¯�¾

ÁwÖ



Z(°�´�´z§Frjº d «g±�®a©|¨d°�©�ªQ®Ó³�¶j®wµ ªQ¶d§eª�ªQ¶j°�³�«k[�°�®x²
F1

´¢¦d³|ªp5°�¯g§x©�¹a° y ªQ¶j«g³�µt«�¯g¯
¾`«g°�¯�¨¼ªQ¶j°�¨d°�³|«g©|°�¨¯g®Dµu°�©t5®a¦d±d¨�®a±
size(F )

º
»�®§x¬>¶d«�°�¸x°Èª�¶d°�¿�©|³|ª;¹a®C§x¯�É%µu°�¬�®a¯g¯�°�¬¡ª�ªQ¶d°�5®`®a¯g°�§x±�³�¦d´�³

hi, i ∈ I
¬�®a´�·d¦jª�°�¨ «g±

F
«�±CªQ®�§

¬�«�©�¬�¦d«�ª
F1

É�C¾3ªQ¶d°p²�®a¯�¯g®Dµt«g±j¹�¬�®a±j³|ªQ©|¦d¬�ª�«g®a±

F1(X) =
∨

u∈A

xu ∧
(

∨

i∈Iu

∨

v∈Ti

xv

)

=
∨

u∈A

xu ∧
(

∨

i∈Iu

hi

)

µt¶d°�©�°
Iu = {i ∈ I : u ∈ Ai}

º �/®x©�°¡¸a°�©|¾ ¸a°�©|ªQ°@Å
u ∈ A

ÉuªQ¶d°�¬�«�©�¬�¦d«�ª
F1

§x¬�¬�°�·jª�³3§x± §x©|¬
uv ∈ A × B

«��
v ∈ Ti ∩ W = Bi

²�®a©p³|®a´�°
i ∈ I

³|¦d¬>¶ ª�¶�§eª
u ∈ Ai

º Q °�±j¬�°xÉ
F1

©|°�·d©|°�³�°�±CªQ³
ªQ¶j°�¹a©Q§e·d¶

H1

º;ÐÆ«g±j¬�°�§x¯�¯�5®`®a¯g°�§x±¼³|¦d´�³
hi

µt«�ªQ¶
i ∈ I

§x©|°�§x¯�©�°�§e¨j¾�¬�®a´�·d¦jª�°�¨�«g±
F
É5µ&°�±d°�°�¨

§eªt´�®a³|ª
∑

u∈A

|Iu| =
∑

i∈I

|Ai| ≤ t · |I|

±d°¡µ ¹C§eª�°�³�ªQ®X¬�®a´�·j¦jªQ°t§x¯�¯Æ²�¦d±j¬�ªQ«�®a±d³
xu∧

(
∨

i∈Iu
hi

) µt«qªQ¶
u ∈ A

º7»1®;¬�®a´�·d¦jª�°�ªQ¶d°t¨d«�³ W|¦d±d¬¡ªQ«�®a±
®x²�ª�¶d°�³|°È²�¦j±d¬�ª�«g®a±d³�µ&°�±d°�°�¨Õ§eª�´�®a³bª |A| ≤ ∑

i∈I |Ai| ≤ t · |I| §x¨j¨d«�ª�«g®a±�§e¯7ÍpÎ ¹C§eªQ°�³�º Q °�±d¬�°eÉ
size(F1) ≤ size(F ) + 2t · |I| ≤ 3t · size(F )

º
Í�±!ª�¶d°�®xªQ¶d°�©È¶�§x±d¨+ÉuC¾ÒªQ¶d°�¬�®x±d³|ª�©�¦d¬¡ªQ«g®x±+É}ª�¶d°�¬�«�©�¬�¦j«�ª

F1

³�«�´�¦d¯qª>§x±d°�®a¦d³|¯�¾Ñ¬�®a´�·d¦jªQ°�³�§x¯g¯
5®Æ®a¯�°�§x±z³�¦d´�³ ∨

i∈Iu
hi

µt«qªQ¶
u ∈ A

¦d³�«�±d¹�®a±d¯q¾z²�§x±d«�±ÆÇ
2
ÍXÎ ¹C§eª�°�³�º Q °�±d¬�°xÉ

size(F1)
«�³"§eª"¯�°�§x³bª

ªQ¶j°�¨d«g³�W|¦d±d¬�ª�«�¸x°�¬�®a´�·d¯g°@ÅÆ«�ªM¾®x²�ªQ¶d°�²�§x´�«g¯q¾ T = {Tu : u ∈ A} µt«�ª�¶ Tu =
⋃

i∈Iu
Ti

º¢»"¶d«�³�É(«�±
«�ª�³&ªQ¦j©�±+Éd«�³�§eª�¯g°�§e³|ª�ª�¶d°p¨d«g³�W|¦d±d¬¡ªQ«�¸x°�¬�®x´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾�®x²
ªQ¶j°�©�°�³|ªQ©|«g¬¡ªQ«g®x± T ′ = {Tu ∩W : u ∈ A} ®x²
T ª�®�ª�¶d°$³|°�ª

W
½u¶�§�¸`«g±d¹�§�¬�«g©�¬�¦d«�ªt²�®a© T µu°¢¬�§x±¼¹x°�ªS§�¬�«g©�¬�¦d«�ªt²�®a© T ′

W|¦d³|ª�C¾�³�°�ª|ªQ«�±d¹�ª�®
0
§x¯g¯

¸e§x©�«g§xd¯�°�³
xu

µt«�ªQ¶
u 6∈ W

º}Ípj³�°�©b¸a°XªQ¶�§-ª"²�®a©"°�¸x°�©|¾
u ∈ A

É

Tu ∩ W =
⋃

i:u∈Ai

Ti ∩ W =
⋃

i:u∈Ai

Bi

«g³}ªQ¶d°p³|°�ª"®e²1§x¯g¯5±d°�«�¹a¶Ki®x©�³�®x²
u
«�±

H1

º}ÐÆ«g±j¬�°
H1

¶�§x³&±d®�¬�®a·j«g°�³&®x²
Kt,t

ÉÆ±d®
t
¸a°�©bªQ«�¬�°�³"«�±

A
¬�§x±

¶�§�¸a°
t
¬�®a´�´�®a±±d°�«�¹a¶Ki®a©|³�º�»"¶j«g³�´�°�§x±j³�ªQ¶d§eª�ªQ¶j°¢²�§x´�«g¯�¾ T ′

´�¦d³bªp5°
(t, t)

Ç�¨d«g³�W|®a«g±Cª À «g±²�§x¬�ª�É°�¸x°�±
(t − 1, t − 1)

ÇM¨d«�³ W|®a«�±Cª Â º�ÐÆ«g±j¬�° |H1| =
∑

u∈A |Tu ∩ W | ÉJZ(°�´�´z§YrÆº d ¾`«g°�¯g¨d³

size(F1) ≥
1

t2

∑

u∈A

|Tu ∩ W | − |A|
t

=
|H1|
t2

− |A|
t

.

»1®a¹a°�ª�¶d°�©"µt«qªQ¶ÓªQ¶d°X·d©|°�¸`«g®x¦d³t°�³|ª�«g´�§eªQ°
size(F1) ≤ 3t · size(F )

Éjª�¶d«g³�¾`«g°�¯g¨d³

size(F ) ≥ 1

3t
· size(F1) ≥

|H1|
3t3

− |A|
3t2

≥ |H1|
3t3

− size(F ).

ÐÆ«�±d¬�° |H1| ≥ |H|/4
É`ªQ¶d°X¨d°�³�«g©|°�¨�¯g®Dµu°�©ti®x¦d±d¨

size(F ) = Ω(|H|/t3) ²�®a¯g¯�®Dµt³�º
Ê�®Dµ�µu°XªQ¦d©|±�ª�®Èª�¶d°;§x¬�ª�¦�§x¯+·j©�®`®x²7®e²7»"¶d°�®a©�°�´�³ Ö º Á �jÖ º�rjº

Á r
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 ����
m ±Õ®Æ¨j°�©�ªQ®Ó·j©�®D¸a°�ªQ¶j°�¹C§x·+É(¬�¯l§x«�´�°�¨¼«g±�»"¶j°�®a©|°�´ Ö º Á É+µu°È±d°�°�¨ À C¾zZ(°�´�´z§vrÆº Á r Â §Ód«g·�§e©|ªQ«qªQ°
n × n

¹a©�§x·d¶Óµt¶d«g¬>¶ Á º�«�³"¨d°�±d³|°xÉ/«mº °xºqÉ�¶�§x³ Ω(n2)
°�¨d¹x°�³�É

Ö º�¶�§x³"±d®�¬�®x·d«g°�³\®e² Kt,t

µt«qªQ¶
t
§x5®a¦jª

log n
É

rjº ¬�§x±�i°X©|°�·d©|°�³�°�±CªQ°�¨¼K¾Ó§È³|´z§e¯g¯ À ¯g«g±j°�§x©u³�«?[�° Â ´�®a±d®xª�®a±d°p¬�«�©�¬�¦d«�ª�º»"¶d°Ä°@ÅÆ«g³|ª�°�±d¬�°Ñ®x²�¹x©Q§x·d¶j³�Ép³Q§-ªQ«g³b²]¾`«g±d¹!ªQ¶d°Õ¿�©�³bª¼ªMµu® ¬�®x±d¨d«�ª�«g®a±j³�É�«�³¼§!¬�¯l§e³�³�«�¬�§x¯p©|°�³|¦d¯�ª®x²
u�©�¨��x³z\�� _ º Q ®Dµ&°¡¸a°�©�É�«qªQ³3·d©|®Æ®e²$«�³3·d©|®a�§xd«�¯g«�³|ªQ«�¬�§x±d¨ ¹a«q¸a°�³Ó±j®!«�¨d°�§ ®a±Ï¶d®Dµ ª�®Ò°�±d³|¦d©�°�ªQ¶j°
ªQ¶j«g©�¨�¬�®a±d¨d«qªQ«g®x±+º�»1®�¹a°¡ªt©�«�¨�®e²�ª�¶d«g³"·d©|®ad¯�°�´�Éjµ&°LW|¦d³bª\©�°�¸x°�©|³�°$ª�¶d°X®a©�¨j°�©t®x²1ªQ¶d°;§x©|¹a¦d´�°�±Cª�½�µu°
¿�©|³|ª�¬>¶d®Æ®x³�°�§e±�§x·d·j©�®a·d©|«l§eª�°X¹a©Q§x·j¶

G
µt¶d®x³�°�«�±d¨d¦d¬�°�¨¼³|¦dd¹a©�§x·d¶d³�³Q§eª�«g³b²]¾ÓªQ¶d°XªQ¶d«�©�¨�¬�®a±j¨d«�ª�«g®a±+º

»"¶d°�±Õµu°È¦d³�°�ª�¶d°�·d©|®a�§xd«�¯g«�³|ªQ«�¬;§x©�¹a¦j´�°�±KªSªQ®Ó³�¶j®wµ ªQ¶�§-ª
G
´¢¦d³|ªp¬�®a±Cª>§x«�±Õ§3³�¦)s�¬�«g°�±Cª�¯�¾�¯g§x©�¹x°

«g±j¨d¦d¬�°�¨³|¦dd¹a©�§x·d¶�³Q§eª�«g³b²]¾Æ«�±d¹�ªQ¶d°p¿�©|³|ªtªMµu®�¬�®a±d¨d«qªQ«g®x±d³�º
Z(°�ª

F = GF(2)
§x±d¨

r
i°�§�³�¦)s�¬�«g°�±Cª�¯�¾�¯g§x©�¹a°�°¡¸a°�±Ä«g±Cª�°�¹a°�©�ºÈÃÏ«�ªQ¶Õ°¡¸a°�©b¾ ³�¦dd³|°�ª

S ⊆ F
rµu°�§x³|³�®`¬�«l§-ªQ°;§�d«�·�§x©bªQ«�ª�°p¹a©Q§e·d¶

HS ⊆ S × S
³�¦j¬>¶¼ªQ¶�§-ª\ªMµu®z¸x°�©|ª�«g¬�°�³

u
§x±d¨

v
§x©�°$§x¨#W�§e¬�°�±Cª�«�²

§x±d¨¼®a±d¯�¾3«�²
u · v = 1

É/µt¶d°�©|°
u · v «g³tªQ¶j°¢³�¬�§x¯l§e©\·j©�®`¨d¦d¬�ªS®D¸a°�© F

ºtÃ °$µt«�¯g¯(±d°�°�¨�ª�¶d°$²�®a¯�¯g®Dµt«g±j¹
Î\§x´�³|°�¾CÇ�ªM¾`·5°X·d©�®a·5°�©bªM¾Ó®x²�³�¦d¬>¶¹a©Q§e·d¶d³�º
$�� � � � � 
 � � � ��" � ��
�� � � "�� 
�	 � � ! 
�� &GH+HJ!G9G>v. �)(,.%>8@,>8"5� @,>C18.O!#"a9xH)(<1C>

V ⊆ F
r
!O3v*,/�DF>86Jw

98/2!#6 b(r + 1)/2c /�6J.x>8"C9G>C18.�9 S
/�6 =?>C9C9a. �)(,6

t
>8=?>8DF>86J.�9 � � �J>86�67>8/�. �J>8" HS

67!#"Y. �J>Fo'/�H)(,"5. /�.x>
1C!#D�H�=?>8DF>86J.

HS

1C!#6J.2(,/�6)9
Kt,t �

� "A!G!O3S9"!+>8.x1 �`º�»"¶d°\·d©|®Æ®x²%«g³��§x³|°�¨�®a±�ª�¶d°�®xd³�°�©|¸e§eªQ«�®a±ÈªQ¶�§eªu§x±C¾�¬�®x·K¾È®e²
Kt,t

«g±
HS

µ&®a¦j¯g¨�¹a«�¸x°
¦d³p§3·d§x«g©�®x²�³�¦dj³�°�ª�³

X
§x±d¨

Y
®e²

S
®x²�³|«?[�°

t
³�¦d¬>¶�ªQ¶d§eª

x · y = 1
²�®a©p§x¯�¯

x ∈ X
§x±d¨

y ∈ Y
º

��«�°�µt«�±d¹¼ªQ¶j°3¸a°�¬¡ªQ®a©|³È«g±
X

§x³¢ª�¶d°Ó©�®Dµt³�®x²tª�¶d°Ó¬�®`°�s�¬�«�°�±CªÈ´�§eªQ©|«qÅÄ§x±d¨Ñª�¶d°3¸a°�¬�ªQ®x©�³È«g±
Y
§e³

¦d±�lK±d®Dµt±d³�Éiµu°¢®aÆª>§x«�±�ª�¶�§eª\ªQ¶d°;³�¦d´
dim(X ′) + dim(Y ′)

®x²�ªQ¶d°;¨d«g´�°�±j³�«g®x±d³t®x²�¸a°�¬�ª�®a©�³|·�§x¬�°�³
X ′

§x±d¨
Y ′
É�³�·�§x±j±d°�¨ÒC¾

X
§x±j¨ÄC¾

Y
É7¬�§x±d±d®xª$°¡ÅÆ¬�°�°�¨

r + 1
º Q °�±d¬�°eÉ�§eª¢¯�°�§x³bª;®a±d°z®e²�ªQ¶d°�³�°¨d«�´�°�±d³�«�®a±d³�«g³}§eª}´�®a³|ª

(r +1)/2
ÉC«g´�·d¯�¾`«�±d¹SªQ¶d§eª}°�«�ª�¶d°�© |X ′∩S| < t

®a© |Y ′∩S| < t
º Q ®Dµ&°¡¸a°�©�É

ªQ¶j«g³"«g³"«�´�·5®a³|³�«gj¯g°S5°�¬�§x¦d³|°$5®xªQ¶
X ′

§x±j¨
Y ′

¬�®a±Cª>§x«�±�³�¦dd³|°�ª�³
X
§x±d¨

Y
®x²

S
®x²�³�«?[�°

t
º

m ± ªQ¶d°±d°¡Å`ªÓ¯�°�´�´z§�µu°�¦d³|°¼ªQ¶d°�²�®a¯g¯�®Dµt«g±d¹�¸a°�©�³|«g®a±d³z®x² �&¶d°�©|±d® � � ³3«�±d°�¤K¦�§x¯�«�ªM¾ À ³�°�°eÉt°xº ¹dº�É\ Á � _ É7q ^ º ÁDÂ ½�«q² X
«�³�ªQ¶d°X³�¦j´ ®x²

n
«g±d¨d°�·i°�±d¨d°�±Kªci&°�©�±d®x¦d¯g¯�«%©Q§e±d¨d®a´ ¸x§e©�«l§ed¯g°�³&µt«�ª�¶�ª�¶d°p³�¦j¬�¬�°�³�³

·d©|®a�§xd«�¯g«qªM¾
p
É1ª�¶d°�±

Pr (|X| ≤ (1 − c)pn) ≤ e−c2pn/2
²�®a©

0 < c ≤ 1
É�§x±d¨

Pr (|X| ≥ cpn) ≤
2−cpn

²�®a©
c > 2e

º
$�� � � � � 
�	�
 � �J>8"A> >Ut /?98.�9j(a98&)o89G>8.

S ⊆ F
r
!O3 98/�#> |S| = 2r/2

98&J1 �{. �)(,.}67>8/�.��J>8"
HS

67!#" . �J>
o'/�H)(,"5. /�.x>Y1C!#D�H�=?>8DF>86J.

HS

1C!#6J.2(,/�6)9%(P1C!CH��v!O3
Kr,r �

� "A!G!O3 � Z(°�ª N = 2r
É"§x±j¨ ¯g°¡ª

S ⊆ F
r
5°¼§ ©Q§x±d¨j®a´ ³�¦dd³|°�ª3µt¶j°�©�°°�§x¬>¶ ¸x°�¬¡ªQ®a©

u ∈ F
r
«�³

«g±j¬�¯g¦j¨d°�¨X«g±
S
«�±d¨d°�·i°�±d¨d°�±Cª�¯�¾Sµt«qªQ¶X·d©|®a�§xd«�¯g«qªM¾

p = 21−r/2 = 2/
√

N
º�iu¾ �&¶d°�©�±d® � � ³
«g±j°�¤K¦�§x¯�«�ªM¾aÉ

|S| ≥ pN/2 = 2r/2
µt«qªQ¶�·d©�®x�§xd«�¯g«�ªM¾�§eªt¯�°�§x³bª

1 − e−Ω(pN) = 1 − o(1)
º

Z(°�ªp±d®Dµ
V ⊆ F

r
i°�§3³|¦dd³|·�§x¬�°È®x²

F
r
®x²}¨d«g´�°�±d³|«g®a± b(r + 1)/2c = r/2 À ©�°�´�°�´¢i°�©�ªQ¶d§eª

r
«�³�°�¸x°�± Â º!»"¶j°�± |V | = 2r/2 =

√
N

§x±d¨Òµ&°�´�§D¾ °¡ÅÆ·5°�¬¡ª
p|V | = 2

°�¯�°�´�°�±CªQ³�«�± |S ∩ V | ºiu¾ �&¶j°�©�±j® � � ³¢«g±j°�¤K¦�§x¯�«�ªM¾aÉ
Pr (|S ∩ V | ≥ 2c) ≤ 2−2c

¶j®a¯g¨d³p²�®a©X§e±K¾
c > 2e

º�»"¶j°�±K¦d´�5°�©X®x²
¸a°�¬�ª�®a©�³�·�§e¬�°�³�«�±

F
r
®x²t¨j«g´�°�±d³|«g®a±

r/2
¨d®`°�³�±d®eª�°¡ÅÆ¬�°�°�¨ (

r
r/2

)

≤ 2r/
√

r
º�ÃÄ°z¬�§x±Äª�¶d°�©|°�²�®a©|°

ª>§`lx°
c = r/2

§e±d¨¼¬�®a±d¬�¯�¦d¨d°XªQ¶�§-ª�ª�¶d°¢³|°�ª
S
«�±Kª�°�©|³�°�¬¡ªQ³�³�®a´�°

r/2
ÇM¨d«�´�°�±d³�«�®a±�§x¯5¸a°�¬�ªQ®x©S³�·d§x¬�°

V

Áf^



«g±
2c = r

®a©S´�®a©�°$°�¯�°�´�°�±CªQ³�µt«qªQ¶�·d©|®a�§xj«g¯g«qªM¾�§eªp´�®a³|ª
2r−(log r)/2−r = r−1/2 = o(1)

º Q °�±d¬�°xÉµt«�ª�¶¼·d©|®a�§xj«g¯g«qªM¾
1 − o(1)

ªQ¶j°¢³�°¡ª
S
¶�§x³�¬�§x©|¨d«g±d§x¯g«qªM¾Ó§eª�¯g°�§x³|ª

2r/2
§x±d¨ |S ∩ V | < r

²�®a©�°¡¸a°�©|¾
r/2

Ç�¨d«g´�°�±d³|«g®a±d§x¯5¸x°�¬¡ªQ®a©\³�·�§e¬�°
V
º ��«qÅÓ³|¦d¬>¶�§�³|°�ª

S ′
§x±d¨�ª>§,le°$§e±¼§x©|d«�ª�©Q§x©b¾3³|¦dd³�°¡ª

S ⊆ S ′
®x²

¬�§e©�¨d«�±�§x¯g«qªM¾ |S| = 2r/2
º i}¾{Z(°�´�´z§ ^ º Á Éd±j°�«�ª�¶d°�© HS

±j®a©
HS

¬�®a±Cª>§x«�±d³t§È¬�®a·C¾Ó®x²
Kr,r

º
Ê�®Dµ�µu°XªQ¦d©|±�ª�®Èª�¶d°;§x¬�ª�¦�§x¯+·j©�®`®x²7®e²7»"¶d°�®a©�°�´ Ö º Á º� "A!G!O3F!O3 � �J>C!#"A>8D�� ��� º Z(°�ª S ⊆ F

r
5°�§Ó³|¦dd³�°¡ª�®x²u¬�§e©�¨d«�±�§x¯g«qªM¾ |S| = n = 2r/2

¹a¦�§x©�§x±CªQ°�°�¨
C¾�Z(°�´�´�§ ^ º Ö º¼Ã °3´�§�¾Ä§e³�³�¦j´�°zª�¶�§eª u · v = 1

¶d®a¯�¨d³$²�®a©¢§eª�¯�°�§x³bª�¶�§e¯�²"®x²"ª�¶d°3·�§e«g©�³$«g±
S

À ®eªQ¶d°�©|µt«g³|°zª>§`lx°3ªQ¶j°3d«g·d§x©|ª�«�ªQ°�¬�®x´�·d¯�°�´�°�±Cª�®e² HS Â º Q °�±j¬�°xÉ H = HS

«g³�§¼d«g·d§x©|ª�«�ªQ°
n × n¹a©�§x·d¶¼µt«qªQ¶

n = |S| ¸a°�©bªQ«�¬�°�³S«g±�°�§x¬>¶�·�§x©bª�§x±j¨�µt«�ªQ¶ |H| ≥ |S|2/2 = n2/2
°�¨j¹a°�³�º �®a©|°�®D¸a°�©�É

ªQ¶j«g³"¹a©�§x·d¶�¬�®a±Cª>§e«g±d³"±d®È¬�®a·C¾�®x²
Kr,r

µt¶d°�©|°
r = 2 log n

º
Z(°�ª3±j®wµ

G
5°ª�¶d°¼³�§eªQ¦d©�§eªQ°�¨ °¡Å`ª�°�±d³|«g®a± ®e²

H
º iu¾!©�°�´�®D¸`«g±d¹ ªQ¶d°¬�°�±Kª�°�©|³Ó®x²p¬�®x´�·d¯�°�ª�°

³|ªQ§x©�³�É�µ&°;®ajªQ§x«g±§x±�«g±d¨d¦j¬�°�¨³|ªQ§x©bÇm²�©�°�°X³|¦dd¹a©�§x·d¶
H ′

®e²
H
º&ÐÆ«g±j¬�°pªQ¶d°;¹a©�§x·d¶

H
¶�§e³�±d®�¬�®x·d«g°�³

®x²
Kr,r

É�«qª�¬�§e±Ò¶�§�¸a°�§eª¢´�®a³bª
2(r − 1)

¬�®a´�·d¯�°�ªQ°�³|ªQ§x©�³�º Q °�±j¬�°xÉ�ª�¶d°3©�°�³�¦d¯qªQ«�±d¹�³�¦jd¹a©Q§e·d¶
H ′¶�§x³ |H ′| ≥ |H| − 2(r − 1)n = Ω(n2)

°�¨j¹a°�³�º �®a©�°�®D¸a°�©�É
°�¸a°�©|¾�¬�«g©|¬�¦d«qªp©�°�·d©�°�³�°�±Cª�«g±d¹
H

´�¦d³bª
§x¯�³�®z©|°�·d©|°�³|°�±Cª

H ′
Éi³�«�±d¬�°�§e¯g¯
°�¨d¹x°�³��-±d®a±ÆÇ�°�¨d¹a°�³p®x²

H ′
§x©�°¢§x¯g³|®z°�¨j¹a°�³ �e±d®a±ÆÇ�°�¨d¹x°�³p®x²

H
º Q °�±d¬�°eÉ

C1(fG) ≥ C1(H) ≥ C1(H ′)
§e±d¨+ÉdC¾PZ(°�´�´z§YrÆº Á rÆÉ

C1(fG) ≥ C1(H ′) = Ω(|H ′|/r3) = Ω(n2/ log3 n).

»�®�¹x°�ª�§e±Ò¦d·d·5°�©�5®a¦d±d¨Ä®a±
C(fG)

É�¯g°¡ª�¦d³¢«g¨d°�±Kª�«�²]¾ °�§e¬>¶Ñ¸a°�¬¡ªQ®a©
w ∈ S

µt«qªQ¶Äª�¶d°3³�°¡ª�®x²
1
Ç�¬�®`®a©�¨j«g±�§eª�°�³�®x²

w
º Q °�±d¬�°xÉCªMµ&®p¸x°�©|ª�«g¬�°�³

u
§x±j¨

v
§x©|°t§x¨#W�§x¬�°�±Cª�«g±

H
«�� |u∩v| «�³�®Æ¨d¨%º m ª�«g³7±d®xª¨d«ns�¬�¦d¯�ª"ª�®�¸a°�©|«�²]¾3ª�¶�§eª À ²�®a©"°�¸x°�± r Â ªQ¶j°;¹x©Q§x·d¶ H

¬�§x±�5°X©�°�·j©�°�³|°�±CªQ°�¨�C¾�§È¨d°�·jª�¶ÆÇ
2
²�®x©�´�¦d¯g§

F (X) =

r
⊕

i=1

∨

w∈Si

xw

µt«�ª�¶
Si = {w ∈ S : i 6∈ w} º m ±d¨j°�°�¨%É+ªQ¶d° i

Ç�ª�¶�¬�¯g§x¦d³�° ∨

w∈Si
xw

§x¬�¬�°�·ÆªQ³X§x±Õ§x©|¬
uv ∈ S × S«��

u ∈ Si

®a©
v ∈ Si

«��
i 6∈ u ∩ v

º Q °�±d¬�°xÉ�ªQ¶d°X²�®a©|´�¦d¯l§
F
§x¬�¬�°�·jª�³

uv
«��

uv
«�³\§x¬�¬�°�·jª�°�¨¼C¾�§x±

®`¨d¨�±`¦j´�i°�©"®x²�¬�¯l§e¦d³�°�³\«�� |{i : i 6∈ u ∩ v}| = r − |u ∩ v| «g³"®`¨d¨�«�� |u ∩ v| «g³&®Æ¨d¨�«�� uv ∈ H
º

iu¾aZ(°�´�´�§:rjº�~ÆÉK§x¯g¯
r = 2 log n

i®`®a¯�°�§x±�³|¦d´�³}«�±�ªQ¶d°�²�®a©|´�¦d¯g§
F (X)

§x5®D¸a°t¬�§x±�5°"³�«g´¢¦d¯�ªQ§-Ç
±d°�®a¦d³�¯q¾È¬�®a´�·d¦jª�°�¨�K¾�§;¬�«�©�¬�¦j«�ª�®x²%¯g«g±j°�§x© À «g± n Â ³�«?[�°xº Q °�±d¬�°xÉ`ªQ¶d°\¹a©Q§e·d¶ H

¬�§x±�i°\©�°�·d©�°�³�°�±Kª�°�¨
C¾ §�¯�«g±d°�§x©�³|«?[�°È¬�«g©�¬�¦d«�ªX®D¸x°�©XªQ¶d°È�§x³|«g³ {∨,∧,¬} §x±d¨+É1C¾�Z
°�´�´�§ rjº ÁaÁ É
¬�§e± 5°�©|°�·d©|°�³|°�±CªQ°�¨C¾§�´�®a±d®xª�®a±d°X¬�«�©�¬�¦d«�ª\®x²7¯g«g±j°�§x©"³|«?[�°eº\ÐÆ«g±j¬�°

G
«g³"ªQ¶d°;³Q§-ªQ¦d©�§eªQ°�¨¼°¡Å`ª�°�±d³|«g®a±�®e²

H
É�Z(°�´�´z§arjº��

«g´�·d¯�«g°�³}ªQ¶�§-ª
C(fG) = O(n)

º Q °�±d¬�°xÉ
Gap(G) = C1(fG)/C(fG) = Ω

(

n/ log3 n
) º

� �z�;� 
 ��
�� ��� �Ó�7�È���Ï���
	����"�;��� 
 �� �

Z(°�ª
G
i°pªQ¶j°p³Q§eª�¦d©Q§eª�°�¨�°¡Å`ªQ°�±d³�«�®a±�®x²1ªQ¶d°pd«�·�§x©bªQ«�ª�° �p±d°�³|°�©

n × n
¹x©Q§x·d¶

K ⊆ U × V
º}Î\°�¬�§x¯�¯

ªQ¶d§eª¢«�± ª�¶d«g³;¬�§e³�°
U
§e±d¨

W
¬�®a±d³|«g³|ª$®x²t§e¯g¯

n = 2r
³|¦dd³|°�ªQ³

u
®x² {1, . . . , r} É7§x±j¨ uv ∈ K

«��
u ∩ v = ∅ º�Ð`«g±d¬�° log2 3 > 1.58

É+ª�¶d°È¹a©Q§e·d¶
K

¶�§e³ |K| =
∑

u∈U 2r−|u| = 3r ≥ n3/2+c
°�¨d¹a°�³

µt«�ª�¶
c ≥ 0.08

º �®a©|°�®D¸a°�©�É�ª�¶d°�¹a©Q§x·j¶
K

¬�§x± ¬�®a±CªQ§x«g± §�¬�®a´�·d¯g°¡ªQ°�d«�·�§x©|ª�«�ª�°
a × b

³�¦jd¹a©Q§e·d¶
∅ 6= A×B ⊆ K

®x±d¯�¾È«q²
a ≤ 2k

§x±j¨
b ≤ 2r−k

²�®a©}³�®a´�°
0 ≤ k ≤ r

É`i°�¬�§x¦d³|°SªQ¶j°�±3«qª&´�¦j³|ª�¶j®a¯g¨

Á b



ªQ¶d§eª
(
⋃

u∈A u) ∩ (
⋃

v∈B v) = ∅ ºpÐÆ«g±d¬�° a ≤ a′
§x±d¨

b ≤ b′
«g´�·d¯�¾

(a + b)/ab ≥ (a′ + b′)/a′b′
É

µu°$¶�§�¸x°
µ(K) ≥ 2k + 2r−k

2r
≥ 2−r/2 = n−1/2.

iu¾{Z(°�´�´�§Yrjº ÁDÖ É L1(fG) = ccw(G) ≥ ccw(K) ≥ µ(K) · |K| ≥ n1+c
º

Í�± ª�¶d°�®eªQ¶d°�©;¶d§x±d¨+É1C¾Õ«�ªQ³X¨d°¡¿�±d«qªQ«g®x±+É+ªQ¶d°�¹a©�§x·d¶
K

§x¨d´�«�ª�³X§x± «g±CªQ°�©�³�°�¬�ª�«g®a± ©�°�·d©�°�³�°�±CªQ§-Ç
ªQ«�®a±�®x²�³|«?[�°

r
§x±d¨%É5C¾PZ(°�´�´�§hrjº � É�¬�§x±¼5°$©|°�·d©|°�³|°�±CªQ°�¨�K¾�§�´�®x±d®xªQ®x±d° ��Ê � µt«�ªQ¶

int(K) ≤
r = log n

¬�¯l§x¦d³|°�³�Éu§e±d¨Ñ¶d°�±d¬�°eÉ}C¾Ñ§¼´�®x±d®xªQ®x±d°�²�®a©|´�¦d¯g§�µt«qªQ¶
O(n logn)

²�§x±d«g±`Ç
2
£�ÊSË §e±d¨

ÍpÎ ¹C§eªQ°�³�ºÔ»1®a¹a°�ª�¶d°�©�µt«�ª�¶ Z(°�´�´z§ rjº��jÉ�ªQ¶j«g³�«g´�·d¯g«�°�³3ªQ¶d§eª
L(fG) = O(n log n)

º Q °�±d¬�°xÉ
Gap form(G) = L1(fG)/L(fG) = Ω(nc/ log n)

º

� � �����$����� �t� � �;�Ó �� �& ¡�7���Ó @��� � �����È���Ï���
	 ���"�X� � 
 � � �

»"¶d°�¦d·d·5°�©X5®a¦d±d¨
L1
∗(fG) ≤ 2 · τ(G) + 1

®x²u·�§x©|ª À § Â ²�®a¯g¯�®Dµt³p«g´�´�°�¨d«l§eª�°�¯q¾�²�©|®a´ ª�¶d°�©�°�·j©�°¡Ç
³�°�±Cª>§eª�«g®a± ÀmÖxÂ º�»1®�·j©�®D¸a°�ªQ¶j°�¯�®Dµ&°�©;5®a¦d±j¨ C1

∗(fG) ≥ m(G) + 1
µu°�¦d³|°�ªQ¶d°È¬�®x´�´�¦j±d«g¬�§eªQ«�®a±

¬�®x´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾Ò§x©�¹a¦j´�°�±Kª�º iu¾!§x± ®ad³�°�©|¸e§eª�«g®a±!¨d¦d°�ªQ®ÑÊ\«g³�§x± À ³�°�°�\ Á � _ ®a©P\ Á r _ É Z
°�´�´�§ ÁaÁ º ÖaÂ É
C∗(fG)

«g³�§eª�¯g°�§e³|ªtªQ¶d°$¨d°�ª�°�©|´�«�±d«g³bªQ«g¬�ªMµu®eÇ�·�§x©|ªM¾�¬�®a´�´¢¦d±d«g¬�§eªQ«�®a±Ó¬�®x´�·d¯�°¡ÅÆ«�ªM¾�®e²
fG

¦d±d¨d°�©�ªQ¶j°
µu®a©�³bª|ÇM¬�§x³�°}·�§x©bªQ«qªQ«g®x±�®x²Æ«�ªQ³(«�±d·d¦jª(¸e§x©|«l§xj¯g°�³ À ªQ¶j«g³(¶d®a¯�¨d³(²�®a©(§x©|d«�ª�©Q§x©b¾aÉw±d®xª
±j°�¬�°�³�³�§x©�«�¯�¾p¤K¦�§x¨j©Q§eª�«g¬xÉ²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±d³u§x±d¨z²�®a©u§x©|d«�ª�©Q§x©b¾aÉK±d®xª&±d°�¬�°�³�³�§x©�«�¯�¾�´�®a±d®xª�®a±d°xÉK¬�«g©�¬�¦d«�ª�³ Â º�Z(°�ª�±j®wµ M

i°S§x±z«�±d¨d¦d¬�°�¨
´�§eªQ¬>¶d«�±d¹Ó«g±

G
µt«qªQ¶ |M | = m(G)

°�¨j¹a°�³�ºFi}¾�³�°¡ª�ªQ«�±d¹ÓªQ®
0
§x¯g¯1ªQ¶d°�¸e§x©�«g§xd¯�°�³�É(¬�®a©�©|°�³|·i®a±j¨d«g±d¹

ªQ®�¸a°�©|ª�«g¬�°�³¢®a¦ÆªQ³�«�¨d°�ªQ¶d«�³X´z§eª�¬>¶d«g±j¹dÉ(µ&°�®ajªQ§x«g±ÕªQ¶�§-ª
C∗(fG) ≥ C∗(fM) À ©�°�¬�§x¯g¯�ª�¶�§eª M

«g³;§x±
/�6�*,&J1C>-*�³|¦dd¹a©�§x·d¶ ®x²

G Â º¢»"¶j°�²�¦d±d¬�ª�«g®a± fM

«qªQ³|°�¯�²}¶�§e³�ªQ¶d°�²�®a©|´
fM =

∨|M |
i=1 xiyi

É(«�º÷°eº�É%«g³�ªQ¶j°
±d°�¹C§eªQ«�®a±�®x²7ª�¶d°$³|°�ªS¨d«g³�W|®a«g±CªQ±j°�³�³t²�¦d±d¬¡ªQ«�®a±+É/§x±d¨«�ª�³�¨d°¡ªQ°�©�´�«g±d«�³|ªQ«�¬p¬�®a´�´�¦d±j«g¬�§-ªQ«g®x±Ó¬�®a´�·d¯g°@ÅÆ«�ªM¾
¦d±d¨j°�©�ªQ¶j°p±�§eªQ¦j©Q§x¯i·�§x©|ª�«�ª�«g®a±�µt¶d°�©|°p®a±d°p·d¯g§D¾x°�©"¹a°¡ªQ³"§e¯g¯

xi

� ³t§e±d¨3ªQ¶d°p®eªQ¶d°�©�¹a°�ª�³t§x¯g¯
yi

� ³"«�³&µu°�¯g¯
lK±d®Dµt±ª�®�5° |M | + 1

º Q °�±d¬�°xÉ
C∗(fG) ≥ C∗(fM) ≥ |M | + 1 = m(G) + 1

º
»"¶d«g³\¬�®x´�·d¯�°�ª�°�³"ªQ¶d°;·d©|®Æ®x²�®x²�ªQ¶d°X¿�©�³bªS·d§x©|ª\®x²7»"¶d°�®a©|°�´ Ö º�rjº �/®x©tª�¶d°X·d©�®`®x²7®x²7ª�¶d°$³|°�¬�®a±d¨·�§x©bª�µu°&±j°�°�¨$ªQ¶d°}²�®a¯g¯�®wµt«�±d¹�²�§x¬¡ª�º�Z
°¡ª

cnf(fG)
¨d°�±d®xªQ°}ªQ¶d°}´�«g±d«�´�¦d´�¯�°�±d¹eªQ¶;®x² À «�º÷°eº1ª�¶d°&±K¦d´¢i°�©®x²�¬�¯g§x¦d³�°�³t«g± Â §�´�®a±d®xª�®a±d° ��Ê � ¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹
fG

º
� � � �� ��
 ��
 ��!#" >8@,>8"5�B;,"U(8H �

G
!O3:D (ft /�DY&<D *<>2;,"A>C>

d
�
cnf(fG) ≥ τ(G)/d �

� "A!G!O3 � Z(°�ª F
i°§ ´�®a±d®xª�®a±d° ��Ê � ®x²�¯�°�±d¹xª�¶

t = cnf(fG)
¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹

fG

º ÐÆ«g±j¬�°
fG

¶�§e³
±d® ·d©�«�´�°Ó«�´�·j¯g«g¬�§x±CªQ³$®x²�¯�°�±d¹xª�¶

1 À C¾Ò«�ª�³�¨j°�¿�±d«qªQ«�®a± ÀbÁwÂ|Â É�ªQ¶d«�³ ��Ê �Ì´�¦d³|ª�¬�®a±Cª>§x«�± §eªÈ¯�°�§x³bª
ªMµu® ¬�¯l§x¦d³|°�³�º »7§,le° §x±C¾ ®x²;ªQ¶d°�³�°Õ¬�¯g§x¦d³�°�³

C =
∨

u∈S xu

§x±d¨Ï¬�®x±d³�«�¨d°�©ÓªQ¶j° ³|¶d©�«�±�lx°�¨ ��Ê �
F ′ = F \ {C} º}ÐÆ«g±j¬�° C

´�¦d³bª\§x¬�¬�°�·jªS§x¯g¯i°�¨d¹x°�³\®x²
G
É�°�§x¬>¶®e²�ª�¶d°�³|°$°�¨d¹a°�³\´�¦d³bªt¶�§�¸a°$§eªt¯g°�§x³|ª

®a±d°X°�±d¨d·5®a«g±Cªt«g±
S
º Q °�±d¬�°eÉ

S
´�¦d³bª\i°;§�¸a°�©|ªQ°@Å�¬�®D¸a°�©�®e²

G
É�«g´�·d¯q¾Æ«�±d¹¢ª�¶�§eª |S| ≥ τ(G)

º
ÐÆ«g±j¬�°

F
«g³�§p³�¶j®a©|ª�°�³|ª ��Ê �Õ¬�®x´�·d¦ÆªQ«g±j¹

fG

ÉCªQ¶j°\³|¶d©�«�±�lx°�¨ ��Ê �
F ′

´�¦d³|ª�´�§,le°�§e±�°�©�©�®x©�ÉC«mº °xº
«�ª1´�¦j³|ª À µt©�®x±d¹a¯�¾ Â §x¬�¬�°�·jª�³�®x´�°}«g±d¨j°�·5°�±d¨d°�±Cª�³�°¡ª�®x² G º1»"¶�§eª7«g³�É-ª�¶d°�©|°&´�¦d³bª75°u§x±¢«�±d¨d°�·5°�±j¨d°�±Cª³�°¡ª

I
³|¦d¬>¶zª�¶�§eª}°�¸x°�©|¾�¬�¯l§x¦d³|°�®e²

F ′
¬�®a±Cª>§x«�±d³}§X¸e§x©|«l§xd¯�°

xv

µt«�ª�¶
v ∈ I

º�ÐÆ«�±d¬�°
F ′

¶�§x³}®a±d¯q¾
t−1¬�¯g§x¦d³|°�³�É(µu°�´�§�¾�§x³|³�¦d´�°�ªQ¶d§eª |I| ≤ t − 1

º�»"¶d«g³p°�©�©�®x©p´�¦d³|ª;5°�¬�®a©|©�°�¬�ªQ°�¨ÄC¾�ª�¶d°�¬�¯g§x¦d³�°
C
É

«g´�·d¯q¾Æ«�±d¹�ª�¶�§eªX°¡¸a°�©b¾�¸a°�©|ª�°¡Å
u ∈ S

´¢¦d³|ªX5°È§x¨#W�§x¬�°�±Cª À «�± G Â µt«qªQ¶ §eªp¯�°�§x³bªp®a±d°�¸x°�©bªQ°¡Å «�± I
É

²�®a©�®xªQ¶d°�©|µt«�³�°
F
µu®a¦d¯�¨�µt©�®a±j¹a¯�¾§x¬�¬�°�·ÆªpªQ¶d°�«�±d¨d°�·5°�±j¨d°�±CªX³�°¡ª

I ∪ {u} ®x² G
º Q °�±j¬�°xÉ1§eªS¯g°�§x³|ª

Á ~



®a±d°;¸a°�©|ªQ°@Å
v ∈ I

´�¦d³bª�¶�§�¸x°�§eª�¯�°�§x³bª |S|/|I| ≥ τ(G)/t
±d°�«�¹a¶Ki®a©|³�«�±

S
º�Ð`«g±d¬�°$ªQ¶j°�¨d°�¹x©�°�°$®x²

v
¬�§x±d±d®eª�°@ÅÆ¬�°�°�¨

d
Édª�¶d°X¨d°�³|«g©�°�¨¯�®Dµ&°�©"i®a¦j±d¨

t ≥ τ(G)/d
²�®a¯g¯�®Dµt³�º

»7§`lx°S±j®wµ §x±z§e©�d«qªQ©Q§e©|¾�¹x©Q§x·d¶
G = (V, E)

®x²%´z§wÅj«�´�¦d´ ¨d°�¹a©|°�°
d
É`§x±d¨z¯�°�ª

F
5°S§X³�´�§x¯�¯g°�³bª

´�®a±d®xª�®a±d°
Σ3

¬�«g©|¬�¦d«qªX¬�®a´�·d¦jª�«g±d¹
fG

º�Ã °�¿�©�³bª$¬�®a±d³|«g¨d°�©;ª�¶d°È¬�§x³|°�µt¶d°�±
F
«�³X§�²�®a©|´�¦d¯g§jÉ+«mº °xº

§x¯�¯%¹C§eª�°�³t¶�§�¸a°X²�§x±d®x¦jª
1
º�»"¶d«�³"²�®a©�´�¦j¯l§�«g³t§e±¼ÍpÎ

F = F1 ∨ · · · ∨ Fs

®x²�´�®x±d®xªQ®x±d° ��Ê ��³�É/§e±d¨
size(F ) ≥ ∑s

i=1 ri

µt¶d°�©|°
ri

«�³�ªQ¶d°È¯�°�±d¹xª�¶ ®e²uª�¶d°
i
Ç�ª�¶ ��Ê �

Fi

º�»"¶d°���Ê ��³
Fi

É
i = 1, . . . , s¬�®x´�·d¦ÆªQ°X¤K¦�§x¨d©�§eªQ«�¬�²�¦d±d¬�ª�«g®a±j³\®e²7³|¦dd¹a©�§x·d¶d³

Gi = (V, Ei)
®x²

G
³�¦d¬>¶�ªQ¶�§eª

E1 ∪ · · · ∪ Es = E
º

Ê�®eªQ°�ªQ¶�§eª
τ(G) ≤ ∑s

i=1 τ(Gi)
º ÐÆ«g±d¬�°°�§x¬>¶ ®e²SªQ¶j°�³�°³�¦dj¹a©Q§x·j¶d³�¶d§x³�´�§-ÅÆ«g´¢¦d´ ¨d°�¹a©�°�°¼§-ª

´�®a³|ª
d
É �&¯l§e«g´ ~jº Á «�´�·d¯�«g°�³$ªQ¶d§eª�ªQ¶d°Ó°�±CªQ«g©|°Ó²�®a©�´�¦j¯l§ F

´¢¦d³|ªÈ¶�§�¸x°³|«?[�°�§-ªÈ¯g°�§e³|ª ∑s
i=1 ri ≥

∑s
i=1 τ(Gi)/d ≥ τ(G)/d

º m ²
F
«�³�±j®xªp§�²�®x©�´�¦d¯g§ À ³�®a´�°¢ÍXÎÌ¹C§eª�°�³�®x±¼ªQ¶d°$i®eª�ªQ®x´ ¯�°�¸x°�¯7¶d§D¸x°

²�§x±d®x¦jª�¯g§x©�¹a°�©$ª�¶�§x±
1 Â É7ªQ¶j°�±Ñµu°Ó³|ªQ«�¯g¯}¶�§�¸a°3ª�¶�§eª size(F ) ≥ t = max{s, r1, . . . , rs}

º�»7§`lx°�§
��Ê �

Fi

²�®a©"µt¶d«g¬>¶
τ(Gi) ≥ τ(G)/s

ºIi}¾ �&¯l§x«�´ ~jº Á É Fi

¶�§e³\¯�°�±d¹eªQ¶
ri ≥ τ(Gi)/d ≥ τ(G)/sd

º
ÐÆ«�±d¬�°X5®xªQ¶

ri

§x±d¨
s
¨d®È±d®eª�°@ÅÆ¬�°�°�¨

t
Édª�¶d«g³"¾`«g°�¯g¨d³

t2 ≥ τ(G)/d
É/§x±d¨�ªQ¶j°;¨j°�³�«�©�°�¨¯�®wµu°�©t5®a¦d±d¨

t ≥
√

τ(G)/d
®x±�ª�¶d°X±K¦d´�5°�©t®x²�¹C§eªQ°�³t«g±

F
²�®a¯�¯g®Dµt³�º

� � ��
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 ��'� �&� 
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Z(°�ª
G
i°�ª�¶d°�³Q§eª�¦d©Q§-ªQ°�¨Ï°@ÅÆª�°�±d³|«g®a± ®x²$§x±

n
ªQ®

n
´�§eªQ¬>¶j«g±d¹

M
º¥»"¶d°�±+É�C¾ Z(°�´�´z§ rjº ÁwÖ É

C1
&(fG) = cc(G) ≥ cc(M)/2 = n/2

º Í�± ªQ¶d°®xªQ¶j°�©z¶d§x±d¨+É
M

¬�§x± 5°¼©�°�·d©�°�³�°�±Kª�°�¨ÏC¾ §
´�®a±d®xª�®a±d° ��Ê �Ä®x²+¯g°�±j¹xªQ¶

O(log n)
º�»"¶j«g³u²�®x¯g¯g®Dµt³�²�©�®x´ §;´�®x©�°\¹a°�±d°�©Q§x¯ Z(°�´�´z§jrjº ÁG| É`d¦jª&¬�§x±§x¯�³�®z5°¢³|¶d®Dµt±Õ¨d«g©|°�¬�ª�¯�¾ À ³�°�°v\ ÁG|#_]Â ½"¯g°�ª r = 2 log n

§x±d¨�§e³�³�®`¬�«g§eªQ°Xµt«�ª�¶�°�§e¬>¶�¸a°�©bªQ°@Å
ui

®a±¼ªQ¶j°
¯g°¡²]ª�³|«g¨d°3«qªQ³{!#K�6

r/2
Ç�°�¯�°�´�°�±Cª�³|¦dd³�°¡ª

Ai

®x² {1, . . . , r} É�§x±d¨Ñ§x³�³|«g¹a±Ñª�®¼ªQ¶d°Ó¦j±d«g¤K¦d°3´�§eª�¬>¶d°�¨¸a°�©|ª�°¡Å
vi

®a±ªQ¶d°�©|«g¹a¶Cª�³�«�¨d°¢ªQ¶j°¢¬�®x´�·d¯�°�´�°�±Cª
Bi

®x²
Ai

º m ªp«�³S¬�¯g°�§e©�ªQ¶d§eªSª�¶d°�±
Ai ∩ Bj = ∅ «��

i = j
º Q °�±d¬�°xÉ

cnf(M) = int(M) ≤ r = 2 log n
º�»�®x¹a°�ª�¶d°�©�µt«�ª�¶vZ(°�´�´z§Nrjº��jÉCªQ¶j«g³}«g´�·d¯g«�°�³7ª�¶�§eª

C&(fG) = O(log n)
º Q °�±d¬�°eÉ

Gap&(G) = Ω(n/ log n)
º
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����Ó ��
	 ��� 
 �X����� �;��� ��� �t� �Ó�7� � 
 � 
 �

£S³uµ&°p§e¯g©�°�§x¨j¾È´�°�±CªQ«�®a±d°�¨3«g±Pq Ö É`ªQ¶d°�¦d±Ki®a¦j±d¨d°�¨Ó²�§x±j«g±�¸x°�©|³�«g®x±3®x²(ªQ¶j°S³�«�±d¹a¯�°�¯�°�¸a°�¯%¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°«g³\ªQ©|¦d°�²�®a©�§e¯g´�®a³|ªS§x¯g¯1¹a©�§x·d¶d³�º%iu°�ª�ª�°�©S¾x°�ª�É(»"¶d°�®a©|°�´ Ö º�r3«�´�·j¯g«g°�³"ªQ¶�§eªSªQ¶d°�¬�®a±#W|°�¬�ªQ¦j©�°�«g³�ªQ©�¦j°²�®a©�§x¯�¯j©|°�¹a¦d¯g§x©�¹a©�§x·d¶d³}§x³�µu°�¯�¯/§x³�²�®a©�§x¯g¯Æ¹a©Q§e·d¶d³�®x²i¬�®a±d³bª>§x±Cª}¨d°�¹a©�°�°xº Q ®Dµu°�¸x°�©�É`µ&°t¨d®;±d®xª}lK±d®Dµ
µt¶d°¡ªQ¶d°�©�ªQ¶j°$¬�®a±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°$©|°�´�§x«g±j³�ªQ©�¦j°;²�®a©t®xª�¶d°�© À ¶j«g¹a¶d¯q¾3«�©�©�°�¹a¦d¯g§x© Â ¹x©Q§x·d¶j³�º m ±·�§x©bªQ«g¬�¦d¯l§e©�Éjµu°¬�®x¦d¯g¨Ò±d®eªÈ°¡ÅÆ¬�¯�¦d¨d°�§ À ©�§eªQ¶j°�©�¦d±d¯�«?le°�¯�¾ Â ·5®a³|³�«gj«g¯g«qªM¾�ªQ¶�§-ª�ªQ¶d°Ó¬�®a±#W|°�¬�ªQ¦j©�°�¶d®a¯�¨d³¢²�®a©�³�§eªQ¦d©�§eªQ°�¨¹a©�§x·d¶d³�º
� � � ��� ��� � 
 ��
� !G>C9P. �J>8"A>z>Ut /?98.

n
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L∗(fG) =
o (τ(G)/d)
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C∗(fG) = o(

√

τ(G)/d) �
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¹C§-ªQ°�³�ª�¶d°p¬�®x±#W|°�¬¡ªQ¦d©|°;©|°�´�§x«g±j³&²�§x¯g³|°X§x¯g³|®

«g±�ª�¶d«g³p¬�®a±CªQ°¡Å`ª;µ�§e³$³|¶d®Dµt±Ä«g± q ^ º i&¦jªpµt¶d§eª$§xi®x¦jª;¬�«g©|¬�¦d«qªQ³�µt«qªQ¶Õ¦d±Ki®x¦d±d¨d°�¨ ²�§x±d«�±Õ¹C§eªQ°�³Cp

Áed



��®a©}§;¹x©Q§x·d¶
G
ÉK¯g°�ª

C∗(G)
5°tª�¶d°\´�«�±d«g´�¦j´ ³|«?[�°\®x²+§;´�®a±d®xª�®a±d°t¦d±K5®a¦d±d¨d°�¨�²�§x±j«g±�¬�«g©|¬�¦d«qª�©�°�·ÆÇ

©�°�³�°�±Kª�«g±d¹
G
Éj§x±d¨3¯�°�ª

C1
∗ (G)

i°\ªQ¶d°�³�«�±d¹a¯g°\¯g°¡¸a°�¯i¸a°�©�³|«g®a±3®e²(ªQ¶d«�³u´�°�§x³|¦d©�°eº�Ê�®xª�°�ª�¶�§eª�É`²�®a©}³�®a´�°
¹a©�§x·d¶d³�É

C1
∗ (G)

´�§D¾3i°;°¡ÅÆ·5®a±d°�±Cª�«l§x¯�¯�¾3³|´z§e¯g¯g°�©�ªQ¶�§e±
C1

∗(fG)
º m ²UÉ/³�§D¾xÉ

G
«�³\§�©|°�¹a¦d¯g§x©

n
Çm¸a°�©|ªQ°@Å

¹a©�§x·d¶¼®e²�¬�®a±j³|ª>§e±KªS¨d°�¹x©�°�°eÉ5ª�¶d°�±
C1

∗(fG) = Ω(
√

n) À C¾�»"¶d°�®a©�°�´ Ö º�r Â d¦jª C1
∗ (G) = O(log n)

À C¾{Z(°�´�´�§Brjº ÁG|CÂ º�»"¶d«g³t§x¯�³�®�³|¶d®Dµt³\ª�¶�§eª�Éj«g±3ªQ¶j°p¬�®a±CªQ°@Å`ªS®x²1¹a©�§x·d¶�©�°�·d©�°�³�°�±KªQ§eªQ«�®a±+É �&¯g§x«g´ ~jº Á¨d®`°�³t±d®xªt¶j®a¯g¨�§x±C¾`´�®x©�°xº
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C∗(G) �
u�§x³|¾�¬�®a¦d±CªQ«�±d¹È³�¶d®Dµt³tªQ¶�§eª

C1
∗(G) = Ω(

√
n)

²�®a©t§e¯g´�®a³|ªt§e¯g¯
n
Ç�¸x°�©bªQ°¡Å�¹x©Q§x·d¶j³�º
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���
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G
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£S±Ï«g±j¨d«g¬�§eªQ«�®a±!ª�¶�§eª�É\«�± ªQ¶d°¼¬�§x³|°�®x²I3f!#"5DY&
=n(#9 À ²�§x±d®a¦Æª 1
¬�«g©�¬�¦d«�ª�³ Â É L(G)

¬�§x± 5°�´�¦d¬>¶
³�´�§x¯�¯g°�©tªQ¶d§x±

L(fG)
É+«�³S¹a«q¸a°�±�«�± \ Áf|#_ µt¶j°�©�°È§3¯�®Dµ&°�©�i®x¦d±d¨ L(fG) = Ω(n3/2)

²�®a©p§x±�°@ÅÆ·d¯g«�¬�«�ª
n
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G
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«�²�µu°Èµu®a¦d¯�¨�¶�§�¸a°�ªQ¶d§eª

L(G) ≥ L(fG)/n1/2−ε
²�®a©�³�®x´�°�¬�®a±d³bª>§x±Cª

0 < ε ≤ 1/2
É5ªQ¶d°�±

µu°�µ&®a¦j¯g¨Ó¶�§�¸a°X§�¯�®Dµ&°�©�i®x¦d±d¨
L(G) = Ω(n1+ε)
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º
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