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�¯x²d´|«�ª�§d�«Q¬g¯x²d´X¯x³&ºxªQ¨x¸d·j´X¶t¬q«Q· ¹a±�ª|¿�´|¸i±��¬l¨e°�¸dª�¯a¸5±�ªb«Q¬�±�´X¨xª|±�¨e°gª�±�¨x©j¿%V`²j¯w¶t²%» W «;¬�´�«Q·d±�ª�±�³�¯xª�±�¨
·d¯a¸5±�«Q¯�©j±�´�¬�ºa²�¨�°g¯D¶u±�ª"®5¯a§d²d©�¸dª|¯Ç¯e³(«Q·�¨e«t¬�´�·d¬�ºa·d°�¿�´|¸i±��¬l¨e°g¬+H�±�©z³�¯xª�´�¯aµ�±�¸�¨eª|«Q¬��§d°g¨xª&ºxªQ¨x¸d·Ó¯xª
´�¯xµ�±X´�µ�¨x°�°(�°l¨e´�´t¯x³�ºaª�¨x¸d·d´�»&¼"·d¬�´��¯a§d°�© Á ¸dª�¯a®d¨x®d°�¿ Ã °g±�¨x©�«Q¯3¨É°g¯D¶u±�ª\®i¯x§d²d©�¸dª�¯`¯x³7¶t·j¬g>·¶t¬�°g°²d¯x«"³�§j°�À�°�°i«Q·j±k@M°l¨xª|ºa±�²j±�´�´eBp�¯a²d©d¬q«Q¬g¯x²Ó¬g²Ó«Q·d±X²d¯e«Q¬g¯x²Ó¯x³ @M²�¨e«Q§jªQ¨x°i¸dª�¯`¯x³�´ BFJ � [ M »

L »"ÄÐ·d±�²�¨e¸d¸d°g¬�±�©�«Q¯�¥`§d¨x©dªQ¨-«Q¬gX³�§d²d�«Q¬�¯a²d´�Ê VK²d¯D¶t² °g¯D¶u±�ªS®5¯a§d²j©�¨xª|ºa§dµ�±�²C«Q´\³�¯aª�µ�¯a²d¯e«Q¯a²d±
�¬�ª��§d¬�«�´eE Ï\¨�H�®i¯aª|¯D¹�� ´�µ�±�«�·d¯`©Ò¯x³\¨x¸d¸jª�¯�ÆÇ¬gµ�¨e«Q¬�¯a²d´ J ���M ¨e²d©�¬�«�´�µ�¯Ç©d¬qÀ��¨-«Q¬g¯x²d´eE �¨x²d²j¯x«X¿Ç¬�±�°�©
°g¯D¶u±�ª�®5¯a§d²j©d´�°l¨xª|ºa±�ª
«Q·d¨x²

n
»�¼"·j±"ª�±�¨e´�¯a²�³�¯aª�«Q·d¬�´7¬g´�«Q·�¨e«�«Q·d±�´�±\¨xª|ºa§dµ�±�²C«Q´�¨eª�±�°�¯w¶u±�ª7®i¯a§j²d©d¬g²jº

«Q·j±>1F�&�:�&1F�(1 ¯x³&¤�Ë�Ì ºC¨-«Q±�´;¨x²j© «�·�¨e«;¯x³�ÎXÏ ºa¨e«Q±�´;²j±�±�©j±�© «�¯�¯aµ�¸d§j«Q±�«�·d±�³�§d²d�«�¬g¯a²%Ê�¨e²d©
Á ¨e´�¶&±�¨x°�ª�±�¨e©j¿Å²j¯x«Q±�© ¨e®i¯D¹a± Ã ±�¹x±�ª|¿ ¥K§�¨e©dªQ¨e«�¬g3®5¯`¯a°g±�¨x²Å³�§d²d�«Q¬�¯a²

fG

¬g²
n
¹e¨xª|¬l¨x®j°g±�´��¨x² ®5±

�¯xµ�¸d§Ç«Q±�©�®C¿�¨�«Qª|¬�¹`¬l¨x°iµ�¯x²d¯x«Q¯x²d±p´�¬�²dºa°g±@ÈM°�±�¹a±�°+�¬�ª��§d¬�«�¶t¬q«Q·�¨e«tµ�¯a´|«
n
¤SËSÌÍºC¨e«Q±�´�»

ÄÅ±�«Q·j±�ª�±�³�¯aª�±}²d±�±�©�±�²K«�¬gª|±�°�¿�²d±�¶ °�¯w¶u±�ª
®5¯a§d²d©�¨xª�ºx§dµ�±�²C«Q´
³�¯aª
µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±��¬gª|�§d¬q«Q´
�¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº
¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬��³�§d²d�«Q¬g¯x²d´�»���¯aª�«Q·d¬�´�Ê
¬�«X¬�´p¬gµ�¸i¯xª|«>¨e²K«S«Q¯�®i±�«�«�±�ªX§d²d©d±�ª�´b«>¨x²d© «Q·d±l$"�#�"�:�"�#� �.*�¯x³�´|§d>·
�¬�ª��§d¬�«�´�»\¤S²d©½«�·d± Á °g¯a²jºz´|«�§d©d¬�±�© Ã ´�¬g²jºa°g±;°g±�¹a±�°1�¯x²�|±��«Q§dª|±�´�±�±�µ�´S«Q¯3®5±�¨�ºa¯`¯Ç©´|«>¨eª|«Q¬�²dºz¸5¯a¬�²K«¬g²Ó«�·d¬g´"©d¬�ª�±��«Q¬�¯a²+»

� �	��
1¡�@��

�(±�«É§d´�À�ª|´|«�¬g²C«�ª�¯`©d§d�±Ó´|¯aµ�±3²d¯x«Q¨e«Q¬�¯a²+»GT}¿Ò«Q·d±%$"���*Ó¯x³�¨��¬gª|�§d¬q«�¶&±�¶t¬g°�°&¨e°�¶&¨D¿`´Éµ�±�¨x²�«Q·j±
²K§dµ�®5±�ª\¯x³�ºa¨e«Q±�´�¬�²¬q«�»���¯aª\¨�µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±p®i¯`¯a°g±�¨x²�³�§d²d�«�¬g¯a²

f
Ê/°�±�«

C(f)
©d±�²d¯x«Q±X«Q·j±$µ�¬g²d¬�µ�§dµ

²K§dµ�®5±�ªÉ¯x³\ºC¨e«�±�´�¨x²d©
C&(f)

«�·d±Óµ�¬�²d¬gµ�§dµ ²`§jµ�®i±�ª�¯x³�¤�ËSÌÔºC¨e«�±�´�¬�² ¨ µ�¯a²d¯x«�¯a²d±3�¬gª|�§d¬q«
�¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº

f
» �(±�«�¨x°�´�¯

C1(f)
¨x²j©

C1
&(f)

©d±�²d¯e«Q±�«Q·j±�´�¬�²dºa°g±°g±�¹a±�°S�¯a§d²C«�±�ª�¸d¨xª|«�´Ó¯x³X«Q·d±�´�±
µ�±�¨x´|§dª�±�´�»���§dª|«�·d±�ª�Êi°�±�«

L(f)
¨x²d©

L1(f)
©d±�²d¯e«Q±$«�·d±�µ�¬g²j¬gµ�§dµ °g±�²dºx«Q·¯x³�¨�µ�¯a²j¯x«Q¯a²j± Á ª�±�´�¸+»qÊ¯x³7¨�µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±�´�¬�²dºa°g±p°�±�¹x±�° Ã ³�¯aª�µ�§j°l¨��¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº f

»�Ït±��¨e°g°i«�·�¨e«�¨k�R
��1F� ) ��¬�´t¨��¬gª|�§d¬q«�¶t·d±�ª�±
¨x°�°iºC¨-«Q±�´&·�¨�¹a±�³�¨x²d¯x§j«

1
ÊÇ¬m» ±x»7«�·d±�§d²j©d±�ª|°�¿`¬g²dº�ºxªQ¨x¸d·z¬g´"¨$«�ª�±�± f «�·d±F)+*"�('����z¯x³
«Q·j±S³�¯aª�µ�§d°l¨;¬g´&«�·d±

²K§dµ�®5±�ªt¯x³�°g±�¨D¹x±�´\¯x³1«Q·d¬�´�«Qª�±�±x»
W ² ¼7¨x®j°g± Â ¶u±Ó´�§jµ�µ�¨xª�¬UH�±SV`²j¯w¶t² §d¸j¸i±�ªÉ¨x²d©�°g¯D¶u±�ª�®5¯a§d²j©d´�¯a²Ò«Q·j± 1 �R^ �&1F� 1�¸i¯x´�´�¬�®d°g±

�¯xµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿É¯e³
¥`§d¨x©dªQ¨-«Q¬gt³�§d²d�«Q¬�¯a²d´
fG

¯D¹a±�ª�¨x°g°
n
Èm¹a±�ª|«Q±@Æ3ºxªQ¨x¸d·j´ f «�·d±�§d¸j¸i±�ª&®5¯a§d²d©d´&·d±�ª|±�·d¯a°�©³�¯aªt¨x°�°%ºaª�¨x¸d·d´\¨x²j©�«�·d±X°g¯D¶&±�ªt®i¯a§j²d©d´"³�¯aªt¨x°�µ�¯a´b«"¨x°�°+ºaª�¨x¸d·d´�»

¼�¨x®d°�± Â ¾��p²d¯D¶t²®5¯a§d²j©d´�¯x²�«�·d±Xµz¨wÆj¬�µ�§dµ �¯aµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿z¯x³7¥K§�¨e©dªQ¨e«�¬g�³�§d²j�«Q¬�¯a²d´
������������ "!$#�%$& '� )(*������ "!$#�%$&
C1(n) = O(n2/ logn) +-, þ/.10 C(n) = Ω(n2/ logn) +-, þ/.10
L1(n) = O(n2/ logn) +�, ð �wú-ìwú-ð��2.30 L(n) = Ω(n2/ log n)

C1
&(n) ≤ n − blog nc + 1 +-, ð��wú �|þ4.10 C1

&(n) ≥ n − c log n +�, ð>þ5.10
C&(n) = Ω(n/ logn) +�, �bþ5.30
C&(n) = Ω(n) +�, ð6.30

[



W ² «�·d¬g´X¸�¨e¸i±�ªX¶u±�¨xª�±É¬�²K«�±�ª|±�´|«�±�© ¬g² «Q·d±É�¯aª�ª|±�´�¸5¯a²d©j¬g²dº�ºC¨x¸j´;®5±�«M¶u±�±�²Òºa±�²d±�ª�¨x°�¨x²d© ´�¬�²dºa°g±°g±�¹a±�°(�¯aµ�¸d°g±@ÆÇ¬�«Q¬�±�´&³�¯xª �&� ���&,4�#���I��)1ºaªQ¨e¸d·d´�¾
Â »��¬�ª��§j¬�«"ºC¨e¸ Gap(G) = C1(fG)/C(fG) f� »�µ�§d°q«Q¬g¸j°g¬g�¨e«Q¬q¹a±tºC¨x¸ Gapmult(G) = C1

&(fG)/C&(fG) f[j»�³�¯aª�µ�§d°l¨�ºa¨x¸
Gap form(G) = L1(fG)/L(fG)

»
Ë�¯x«�±«�·�¨e«z«�·d±½´|¬g²dºx°g±�°g±�¹x±�°��¯a²�|±��«�§dª�±��°l¨x¬�µ�´�«�·�¨e«

Gap(G) = O(1)
³�¯aª�¨x°g°tºaª�¨x¸d·d´

G
»

¼�¨x®d°g± Â ´|·d¯D¶t´�«Q·d¨e«�Êj³�¯xªt¨x°gµ�¯a´|«"¨x°g°iºaªQ¨x¸j·d´�Êd«�·d±X�¯a²�|±��«�§dª�±;¬g´"¬�²d©d±�±�©�«�ª�§d±e»¤S² ±�¹a±�² ´|«Qª|¯a²dºa±�ªz´|§d¸d¸5¯aª|«�³�¯aª�«�·d±½´|¬g²dºa°�±�°g±�¹x±�°\�¯a²��|±��«�§dª�±¶�¨x´zºa¬�¹x±�² ®C¿��¬gªb¶�¨e°g© ¨e²d©
ÑÇ>·d²j¯aª�ªbJ Â�QM ¾1¬q³K¶&±}�¯a²j´�¬g©j±�ª
�¬�ª��§j¬�«Q´(¯D¹x±�ª(«Q·d±�®�¨e´�¬g´ {⊕,∧, 1} �¯aµ�¸j§j«Q¬�²dº Á ¨x°�ºa±�®dª�¨x¬g Ã ¥K§�¨x©jªQ¨e«�¬g³�¯aª|µ�´ ∑

uv∈E xuxv

¯D¹a±�ª
GF(2)

¨x²d©¬�³1¶&±;�¯x§d²C«S¯a²j°�¿3¤SËSÌ ºC¨e«Q±�´�Ê�«Q·j±�²Z*",�*"��m�¯a¸j«Q¬�µz¨e° Á ¶t¬q«Q·ª�±�´�¸5±��«�«Q¯�«Q·j±�²K§dµ�®5±�ª�¯x³5¤SËSÌ ºC¨e«�±�´ Ã �¬�ª��§j¬�«�¬�´�¨�´|¬g²dºa°�±&°�±�¹a±�°j�¬gª��§d¬�«�» Tu§j«�«Q·j±��¨x´|±"¯x³5�¬�ª��§j¬�«Q´¯D¹a±�ª\«�·d±X®�¨x´�¬�´ {∨,∧, 0, 1} ª�±�µ�¨x¬�²d±�©Ó§d²j�°g±�¨xª�»W ² «�·d±��¨x´|± ¯x³;³�¯aª|µ�§d°l¨e´�Ê��Xª|¬g>·d±�¹`´=VK¬3J Â��4M ·�¨x´�¸dª�¯D¹a±�© «�·�¨e«
Gap form(Kn) = 1

³�¯aªÓ«�·d±
�¯xµ�¸d°�±�«�±zºaª�¨x¸d·

Kn

¯a²
n
¹a±�ªb«Q¬��±�´�Ê�±�¹a±�² ¬�³"²d±�ºC¨e«�¬g¯a²Ò¬�´�¨x°�°g¯D¶u±�©Ò¨e´�¨x²�¯a¸5±�ª�¨e«Q¬�¯a²+»½¤ ºaªQ¨e¸d·

¶t¬�«�·
Gap form(G) ≥ 8/7

¶�¨x´tºa¬q¹a±�²®C¿hT&§j®d°g¬q«.H5JjO M » W ²�«Q·j±;�¨x´�±X¯x³�µ�§d°q«Q¬�¸d°g¬��¨e«�¬�¹a±\�¯xµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿xÊ¨zºaª�¨x¸d·�¶t¬q«Q·
Gapmult(G) ≥ 4/3

¶&¨x´�ºa¬q¹a±�² ®K¿ �(±�²IH�¨e²d©�ÄÅ±�ºa±�²j±�ª5J ÂRLNM »;Ï\±��±�²C«�°�¿aÊi«Q·d¬�´SºC¨x¸¶&¨x´�´�§d®j´|«>¨e²K«�¬l¨x°�°�¿ ±�²j°l¨xª|ºa±�©Å«�¯
Gapmult(G) = Ω(n/ log n)

®C¿Ò¤�µz¨x²j¯ ¨x²d©��½¨eª�§d¯ V-¨�¬�²KJ ��M f«Q·j¬g´t¶�¨x´S¬gµ�¸d°g¬��¬�«"¨x°g´|¯z¬g² J ÂRgNM »���´|¬g²dºz¨z�¯x²d´|«�ª�§d�«Q¬g¯x²�¯x³�¼�¨xª/��¨e² J � O M�Á ¶t·d¬�>·+Ê%¬�²½¬�«�´\«�§dª�²%Êi¶&¨x´§d´|±�©3®C¿�¼7¨eª/��¨x²É³�¯aª�©d¬g´|¸dª�¯D¹`¬g²jº$«Q·d¨e«}¤�ËSÌ ºC¨e«Q±�´&¨eª�±t¸i¯D¶u±�ª|°g±�´|´&³�¯aª��¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº;®5¯`¯a°g±�¨x²�´|§dµ�´ Ã Ê¤Sµ�¨x²d¯�¨x²j©��¨xª�§d¯�Ve¨>J ��M ·�¨�¹a±$¨x°�´�¯�´�·j¯w¶t²�«Q·d±XºC¨e¸ Gap(F) ≥ 29/28
³�¯aª"�¬gª|�§d¬q«Q´"�¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº

¨G$4*"� F ¯e³�¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬��³�§j²d�«�¬g¯a²d´�» ? ¯D¶u±�¹x±�ª�Ê"±�¹a±�² «Q·d±�±�ÆÇ¬g´b«Q±�²d�±¯x³p¨ $"�&�('�)+*�ºaªQ¨x¸j·
G
¶t¬q«Q·

Gap(G) > 1
¶�¨x´t²d¯e«PVK²d¯D¶t²+»

Î�§dªtµz¨x¬�²Óª�±�´�§d°q«t¬g´�«Q·j±X³�¯x°g°g¯D¶t¬�²dºd»
�����
	����� ��������� �:*"�.*c*�^ �+$"�

n
d<,�*"���<*�^ '���� 6 ��$ G

$"�:�4�	� �����
C(fG) = O(n) � �(� C1(fG) =

Ω(n2/ log3 n) ��� *"�!�;*��
Gap(G) = Ω(n/ log3 n) �¼"·d±�ºaª�¨x¸d·d´�§d´�±�©Ð¬g² ¼"·j±�¯aª|±�µ � » Â ¨xª�±´Q¨e«�§dªQ¨e«�±�© ±@Æ`«Q±�²j´�¬g¯x²d´3¯x³$Ñ`¿`°q¹a±�´b«Q±�ªbÈ�«M¿`¸5± ºaªQ¨e¸d·d´�Ê

«Q·d¨e«"¬g´�Êj¯x³
®j¬g¸�¨xªb«Q¬q«Q±SºxªQ¨x¸d·j´&¶t·d¯a´|±�¹a±�ªb«Q¬��±�´t¨eª�±�¸�¨eª|«Q¬��§d°g¨xª�¹a±��«Q¯aª|´t¬g²
GF(2)r

Êd¨x²d©3¶t·j±�ª�±�«M¶u¯
¹a±�ª|«�¬g�±�´;¨xª�±É¨x©���¨x�±�²K«;¬��Å«Q·j±�¬gªp´|�¨x°g¨xª�¸dª|¯Ç©j§d�«X¯D¹a±�ª

GF(2)
¬g´

1
»�¼"·j± $����#�(�=���<*=��*�^ �<*"��$"��
�Å¯x³

¨®j¬g¸�¨xªb«Q¬q«Q±ÉºaªQ¨e¸d·
H ⊆ U × W

¬g´$¨ Á ²d¯a²ÇÈ�®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q± Ã ºxªQ¨x¸d· G = (V, E)
¶t¬�«�·

V = U ∪ W´�§j>· «�·�¨e«
E ∩ (U × W ) = H

¨x²j©�«�·d±�¬�²d©d§d�±�©�´�§d®jºaªQ¨x¸j·d´X¯x³
G
¯a²

U
¨x´�¶u±�°g°7¨x´p¯a²

W
¨xª�±

�¯xµ�¸d°�±�«�±Sºaª�¨x¸d·d´�»}¼"·j±pª�±�¨e´�¯a²3«�¯��¯a²d´|¬g©d±�ª�ºaª�¨x¸d·d´"¯x³(«�·d¬g´&´�¸5±��¬g¨x°i³�¯xª�µ °g¬g±�´&¬�²z«Q·d±p´|¬gµ�¸d°g±t³�¨x�«
Á �(±�µ�µ�¨ [j» ��®5±�°�¯w¶ Ã «�·�¨e«X·�¨�¹`¬g²dº¨�´�µ�¨x°g°��¬gª|�§d¬q«Xª�±�¸dª�±�´�±�²C«�¬g²dº H

¶u±��¨x² �¯a²d´b«Qª|§d�«�¨Ó´�µ�¨x°g°
�¬�ª��§d¬�«"�¯aµ�¸d§j«Q¬�²dº

fG

»
¼�¯Ó©j¬g´�¸jª�¯D¹a±�«�·d±�´|¬g²dºx°g±;°g±�¹x±�°��¯a²�|±��«�§dª�±�³�¯xª�³�¯aª|µ�§d°l¨e´�Ê/¶&±��¯a²d´|¬g©d±�ª�¨z®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±;¹x±�ª|´�¬g¯x²�¯x³

ºaª�¨x¸d·d´
¬g²C«�ª�¯`©d§d�±�©X®K¿-�(¯D¹"!x´=H J Â O M ¬�²p·d¬g´(³�¨xµ�¯a§d´%¸dª�¯`¯x³Ç¯x³ �p²d±�´�±�ª�� ´��¯a²�|±��«Q§dª|± J ÂaÂ M »1¤ ®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q±
# �!*;$4*"�

n× n
ºaªQ¨x¸j·3¬g´&¨�®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q±\ºaªQ¨e¸d·

K ⊆ U ×W
¶t·d±�ª�±

U
¨x²d©

W
�¯a²d´�¬�´|«"¯e³1¨x°g°

n = 2r´�§j®d´�±�«Q´
u
¯x³ {1, . . . , r} Ê�¨e²d© uv ∈ K

¬$�
u ∩ v = ∅ »

�����
	����� ���%���'& �
G

�+$h���:*S$������(�����e*=� *�^ �e*"��$"��
� 
e�h� � � 6 �����#�&�e* # �!*;$4*"�
n × n

'���� 6 �(�-���:*"�
L(fG) = O(n logn) � � � L1(fG) ≥ n1+c

�R
���>�;
��$"�����:�
c > 0 ��� *"�!�;*��

Gap form(G) = nΩ(1) �Ë�±@ÆÇ«�Ê&¶u±��¯a²d´|¬g©d±�ªÉ«�·d±�´�¬g²jºa°g±3°�±�¹x±�°t�¯a²��|±��«�§dª�±�³�¯aª�µ�¯a²d¯x«�¯a²d±��(� � 
� � �(*=�F� ���:�&� �¬�ª��§j¬�«Q´
¨x²d©�³�¯aª�µ�§d°l¨x´�»&Ë\¯x«Q±X«Q·d¨e«S¬�²�«�·d¬g´t�¨x´�±$´�¬g²jºa°g±p°�±�¹a±�°��¬gª|�§d¬q«Q´\¨xª�±;¸dª|±��¬�´�±�°�¿Ó«Q·j±

Σ3

�¬gª|�§d¬q«Q´�¾u«Q·j±

L



®5¯x«�«�¯aµ Á ²d±@ÆÇ«p«�¯z«Q·j±�¬g²d¸d§Ç«Q´ Ã °g±�¹a±�°7�¯a²d´|¬g´b«Q´�¯x³&ÎpÏÍºC¨e«Q±�´�Ê%«�·d±�µ�¬g©d©j°g±;°g±�¹x±�°��¯a²d´|¬g´b«Q´p¯x³�¤SËSÌ
ºC¨e«�±�´�Ê/¨x²d©�«Q·d±X«Q¯a¸�°�±�¹a±�°
�¯a²d´|¬g´b«Q´t¯x³�¨�´|¬g²dºa°�±;ÎpÏ ºC¨e«Q±e»*�/¯xªt¨Éµ�¯a²d¯e«Q¯a²d±X®5¯Ç¯x°g±�¨e²3³�§d²d�«�¬g¯a²

f
Ê

°g±�«
C∗(f) Á ª�±�´|¸+»qÊ L∗(f) Ã ®i±�«�·d±"µ�¬�²d¬gµ�§dµ ´�¬UH�±�¯x³i¨�µ�¯a²d¯x«�¯a²d±�§j²`®5¯a§d²j©d±�©�³�¨x²d¬�²��¬�ª��§j¬�« Á ª�±�´�¸+»qÊ³�¯aª|µ�§d°l¨ Ã �¯aµ�¸d§j«�¬g²dº f

»8�(±�«S¨x°g´|¯
C1

∗(f)
¨x²d©

L1
∗(f)

©d±�²d¯x«Q±;«Q·d±X�¯aª�ª|±�´�¸5¯a²d©j¬g²dº�µ�±�¨x´�§dª|±�´\¬g²�¨
�°g¨x´�´\¯x³7µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±

Σ3

�¬�ª��§j¬�«Q´ Á ¬m» ±x»u«�·d±X´�¬�²dºa°g±X°�±�¹a±�°(¹a±�ª|´�¬�¯a²d´S¯e³7«Q·j±�´�±;µ�±�¨x´|§dª�±�´ Ã »�Ë�¯x«�±;«�·�¨e«�Ê¨x°�´�¯É¬g²3«�·d±X�¨x´|±$¯x³1³�¯aª|µ�§d°l¨e´�ÊÇ¶u±X²d¯D¶ �¯x§d²C«\«�·d±X²K§dµ�®5±�ªt¯x³�ºC¨e«Q±�´�Ê�²d¯e«"«Q·d±X²K§dµ�®5±�ªt¯x³�°g±�¨D¹x±�´�»
ÑÇ¬g²jºa°g±�°�±�¹x±�°
�¬�ª��§j¬�«Q´"¯e³7§d²K®5¯a§d²d©j±�©�³�¨x²d¬g²�¨xª|±X¬g²C«Q±�ª�±�´b«Q¬�²dº�³�¯aªt¨e«t°g±�¨x´|«"«M¶u¯�ª�±�¨e´�¯a²d´�»
Â » ¼"·j±¸dª|±�´|±�²d�±�¯x³�§j²`®5¯a§d²j©d±�©!³�¨x²d¬g²!ºC¨e«�±�´Éµ�¨D¿ *�^ 6 
�!*"�:�#�#��)&)2mÅ¬�²d�ª|±�¨x´|±Ó«Q·d±�¸i¯D¶u±�ª�¯x³´�¬�²dºa°�±°�±�¹a±�°��¬gª|�§d¬q«Q´�¾½¬�³UÊ�´�¨D¿xÊ

G
¬�´�«�·d±½´�¨e«Q§jªQ¨e«�±�© ±�Æ`«�±�²d´|¬g¯a² ¯e³X¨x²

n
«Q¯

n
µz¨e«�>·d¬g²jºdÊu«�·d±�²

C1(fG) = Ω(n)
®d§j«

C1
∗(fG) = O(log n) Á ®C¿h�(±�µ�µ�¨x´A[j» �jÊ:[j» Â4g ¨x²d©>[j» Â [�®i±�°g¯D¶ Ã »

� » Tu¿�«�·d±tª�±�©d§d�«�¬g¯a²�©d§d±"«Q¯��}¨x°�¬l¨x²C« J � Q�M Êj¨p°�¯w¶u±�ª}®5¯a§d²d©�¯x³%«�·d±t³�¯aª�µ nΩ(1)
¯a²É«Q·j±�´|¬+H�±t¯x³+¨

µ�¯a²d¯x«�¯a²d±
Σ3

³�¯aª�µ�§d°l¨�ª|±�¸dª|±�´|±�²C«Q¬�²dºz¨e²�±@ÆÇ¸d°g¬��¬�«
n
Èm¹a±�ªb«Q±@Æ�ºaªQ¨x¸j·�¶u¯a§d°�©�ºa¬�¹x±p§d´t¨3$"� 6 *"��d<)2�&�!*=���°g¯D¶u±�ª�®i¯a§j²d© ¯a² ²d¯a²ÇÈ�µ�¯a²j¯x«Q¯a²j± Á ³�¨x²d¬�²ÇÈ 2 Ã �¬gª|�§d¬q«Q´�¯x³p°�¯aºC¨xª|¬�«Q·jµ�¬�3©d±�¸Ç«Q·+Êt¨x²j© «Q·K§d´�Ê�¶&¯a§j°g©

ª�±�´�¯a°q¹a±;¨x²�¯a°g©�¨e²d©�¶t¬�©d±�°q¿3¯a¸5±�²�¸dª|¯a®d°g±�µ ¬�²��¬gª|�§d¬q«"�¯aµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿ Á ´�±�± J Â4gM ³�¯aª"©d±�«Q¨x¬g°�´ Ã »¼"·d±$³�¯xª�µ Á��xÃ ¬�µ�¸d°�¬g±�´&«Q·�¨-« C1
∗(fG) = O(n)

³�¯xª�¨e°g°
n
Èm¹a±�ª|«Q±@Æ�ºxªQ¨x¸d·j´�»\Î�²«�·d±$¯e«Q·d±�ªS·�¨x²j©+Ê

±�¨e´|¿Ó�¯a§d²C«Q¬�²dº�´|·d¯D¶t´
C∗(fG) = Ω(n)

³�¯aªt¨x°�µ�¯a´b«t¨x°�°
n
Èm¹a±�ª|«Q±@Æ�ºaªQ¨e¸d·d´�¾�±�¹a±�ªb¿�ºC¨e«�±p¬g²�¨��¬gª|�§d¬q«

¯x³u´�¬UH�±
t
�¨x²�·�¨�¹a±�¨e«Xµ�¯x´|«

2t
¸i¯x´�´�¬�®d°g±�´|±�«�´$¯x³u¬gµ�µ�±�©d¬g¨e«Q±$¸dª�±�©d±��±�´�´|¯aª�´�Ê7¬�µ�¸d°q¿`¬g²dºÓ¨e² §j¸d¸i±�ª

®5¯a§d²d©
2O(t2)

¯a²�«Q·d±�«�¯x«>¨x°7²`§jµ�®i±�ªX¯x³&´|§d>· �¬gª|�§d¬q«Q´�» ? ±�²j�±xÊ�¨x°�´�¯Ó¬g² «�·d±��¨x´|±�¯e³&§d²K®5¯a§d²d©j±�©
³�¨x²d¬�² �¬gª|�§d¬q«Q´�Êu«Q·j±´|¬g²dºa°�±Ó°g±�¹a±�°t�¯a²�|±��«Q§dª|±½·d¯x°g©d´�³�¯aª ��)213
4$"����)&)S¥K§�¨x©jªQ¨e«�¬gÓ³�§d²d�«Q¬g¯x²d´�» ¼"·d±
³�¯a°�°g¯D¶t¬g²dº�«Q·j±�¯aª|±�µ ºa¬�¹x±�´Ó¨Å´b«Qª|¯a²dºa±�ª3ª�±�´�§d°q«�¾ «Q·d±½�¯a²�|±��«�§dª�± ·d¯x°g©d´�³�¯aªc*�^ 6 )2���"�&� Á ¨x²j© °l¨xª|ºa± Ã�°g¨x´�´|±�´t¯x³7¥`§d¨x©dªQ¨-«Q¬g�³�§j²d�«�¬g¯a²d´�»

Ï\±��¨x°�°a«Q·�¨-«�¨t´�±�«
S ⊆ V

¬�´�¨-,�*"���e*�^��;
,�*"�"¯x³
G = (V, E)

¬�³j±�¹a±�ª|¿;±�©jºa±u¯e³
G
¬g´
¬g²j�¬g©j±�²C«
¶t¬�«Q·

¨$¹x±�ª|«�±�Æ3¬g²
S
» �(±�«

τ(G)
©d±�²d¯e«Q±S«�·d±�µ�¬g²d¬�µ�§dµ �¨xª�©d¬�²�¨x°�¬�«M¿�¯x³1¨;¹a±�ªb«Q±@ÆÓ�¯D¹x±�ª"¯x³

G
»�Ë�¯x«�±�«�·�¨e«

³�¯aªu±�¹a±�ª|¿
n
È�¹x±�ª|«�±�Æ3ºaªQ¨x¸j·

G = (V, E)
¯x³
µ�¨-ÆÇ¬gµ�§dµ ©d±�ºxª�±�±

d
¶u±p·�¨�¹a± |E|/d ≤ τ(G) ≤ n− 1

»
�(±�«S¨x°g´|¯

m(G)
©d±�²d¯x«�±;«�·d±$µ�¨-ÆÇ¬gµ�§dµ ¸5¯a´�´|¬g®d°�±X²`§jµ�®i±�ª

m
´�§d>·½«�·�¨e«

G
�¯a²C«>¨x¬�²d´S¨Éµ�¨e«Q>·d¬�²dº

¶t¬�«�·
m

±�©dºa±�´�¨x´¨x² �&� ��� �;*=� ´�§d®dºxªQ¨x¸d·%» Ï\±�¸dª�±�´�±�²K«Q¨e«Q¬�¯a² Á��aÃ ºa¬�¹x±�´�§d´«�·d± §d¸d¸5±�ª�®i¯a§j²d©
C1

∗(fG) ≤ L1
∗(fG) ≤ 2τ(G) + 1

»}Î�²�«Q·d±X¯x«�·d±�ªt·�¨x²j©+Êd¶&±X·�¨�¹x±;«�·d±p³�¯a°g°�¯w¶t¬�²dº�°�¯w¶u±�ª"®5¯a§d²j©d´�»
�����
	����� ������� � 
�%*",�*"��m '���� 6 � G

78*����,�*
C∗(fG) ≥ m(G) + 1 ���


�.*;
,�*"� �
L1

∗(fG) ≥
τ(G)/d

��� �
C1

∗(fG) ≥
√

τ(G)/d
�_7 �:*"�.*

d
�+$-� �:* 1 �R^ �&1F� 1 �(*�'��;*;*�
e�

G �
? ±�²d�±eÊ5¬q³
¶&±X�¯x²d´�¬�©d±�ªt�¬�ª��§d¬�«�´�¶t¬�«Q·��(� � 
�(� �(*=�Ó³�¨x²j¬g²ÓºC¨e«�±�´�Êd«Q·d±�²�«�·d±X´�¬g²jºa°g±�°�±�¹x±�°(�¯x²�|±�@È«Q§jª�±�¬g´�«Qª�§j±�³�¯aªp¨x°�°

n
È�¹a±�ª|«�±�Æ ºxªQ¨x¸d·j´p�¯a²C«>¨e¬g²d¬�²dºÓ¨x² ¬�²d©d§d�±�©�µz¨-«Q>·d¬�²dºz¶t¬�«�·

Ω(n)
±�©dºx±�´�¾�³�¯xª

¨x°�°%´�§j>·½ºaª�¨x¸d·d´"¶u±$·�¨�¹x±
C∗(fG) = Ω(n)

¨x²d©
C1

∗(fG) = O(n)
»

W ²3«Q·d±S�¨x´|±�¯x³
µ�§d°q«Q¬�¸d°g¬��¨e«�¬�¹a±"�¯aµ�¸d°g±@Æj¬q«M¿ Á ¶t·d±�ª�±S¶u±p�¯a§j²K«�¯a²d°�¿�¤SËSÌ ºC¨e«�±�´ Ã ¶u±p·�¨�¹a±�«Q·j±³�¯a°�°g¯D¶t¬g²dº�ºC¨x¸+»
�����
	����� �����	� J ��M f ¬gµ�¸d°�¬g�¬q«5¬g²5J Â Ê Â4g�M]Ã � & �

G
�+$b� �:* $������(�����e*=�-*�^ �<*"��$"��
�S
e� ���

n
�<


n
1 ���<�4�(�&�('�

� �:*"�
C&(fG) = O(log n) � � � C1

&(fG) = Ω(n) ��� *"�!�;*��
Gapmult(G) = Ω(n/ log n) �¼"·d¬g´pª|±�´|§d°�«�¶&¨x´p¬�µ�¸d°�¬g�¬�«\¬g² J Â4gNM"Á ¨x²j© ±�¹a±�² ¬�² J Â M Ê(�³U»��(±�µ�µ�¨3[j» Â4g ®5±�°g¯D¶ Ã ¶t·j±�ª�±É¬q«S¶&¨x´´�·j¯w¶t²�«Q·d¨e«\¨x²

n
«Q¯

n
µ�¨e«Q>·d¬�²dº

M Á ¨�®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�± n × n
ºxªQ¨x¸d·Ó�¯a²d´|¬g´|«�¬g²dºÉ¯x³

n
¹x±�ª|«�±�Æ�©d¬�´/�|¯a¬�²C«

±�©jºa±�´ Ã �¨x²Å®5±Éª�±�¸jª�±�´|±�²C«Q±�©�®C¿ ¨�µ�¯a²d¯x«�¯a²d±S��Ë � ¶t¬�«�·
O(log n)

�°l¨x§j´�±�´�»z¼"·d±�¸dª|¯Ç¯x³&¬g² «Q·j¬g´
�¨e´�±�¬�´�¸d¨xª|«�¬g�§j°l¨xª|°�¿3´|¬gµ�¸d°g±eÊ/¨x²d©½¶u±�¬�²d�°�§d©d±;¬�«C�|§d´b«�³�¯aª\�¯xµ�¸d°�±�«�±�²d±�´�´�»t¤�µz¨x²j¯3¨x²d© �½¨xª|§d¯ V-¨
J �M ·�¨�¹a±;§d´|±�©�¨�´|¯aµ�±�¶t·�¨e«\©d¬��%±�ª�±�²C«�¨xª|ºa§dµ�±�²C«"«Q¯É´�·j¯w¶�«Q·d±X´Q¨eµ�±pºC¨e¸+»

O



¼�¨x®d°g± � ¾}ÑÇ§dµ�µz¨xªb¿3¯x³�ª�±�´�§d°q«Q´t�¯x²d�±�ª�²d¬�²dº�«Q·d±X´�¬�²dºa°�±p°g±�¹x±�°(�¯a²�|±��«Q§dª|±
� #� )( # ������& ��� �����

ÚbôõÙ�ÚUÜ-ô ß�× Gap(F) ≥ 29/28 +-, ð4.10 Gap(G) = Ω(n/ log3 n)

+ Ø �	�Cæ�Ø@ß�Ö|× 0 + öOÞ�Ù1Ø�×�Öbß+Þ�öjæ�ÙmØ�ÝwÛ-×���çwÞ�ü�ç-Þ
	(ç è�â�����Ö|×�ß�Ö|Ù�ñgß�â�ÝeÖ7æ�Ù�Ø@ÝwÛe×æ�Ø�Ý\öOÞ�Ù
Ø&×�ô çwæ�� Ö�æ�Ù�Ø@ÝwÛ"0 + ø"Ø@ô ç�Ù�Ö�×�Ü � ß20öOÞ�Ùmø}Ü �ùØ�× Gap form(Kn) = 1 +-, �Qð .10 Gap form(G) = nΩ(1)

+ Ø �	�Cæ�Ø@ß�Ö|× 0 Gap form(G) ≥ 8/7 +-, ì4.10 � çwÖ|×�ÖbÙ�ñgß�â�ÝxÖ7æ�Ù�Ø@ÝwÛ-×ÚbôõÙ�ÚUÜ-ô ß�× çwÞ�æ�Ø�Ý�Þ ��ÖbÙ GF(2) , �� . Gapmult(G) = Ω(n/ logn)

+ û1ë�ã æ�Ø@ß�Ö|× 0 Gapmult(G) ≥ 4/3 +-, �|þ5.30 ÝxÖbÙ�öOÖ|ÚUß
ø�Ø@ßmÚ�Ûwô çwæ�×
Gapmult(G) = O(n/ log log n) +-, ð4.10 + Ø�� ×�Þ�ôõç , ð .��-ôõø�Ý � ô Úbô ß
ô ç , ��ú �|í6.30Üwç�áeÞ�Üwç-àDÖ�àtöqØ�çwô ç C∗(fG) ≥ m(G) + 1

+ Ø �	�Cæ�Ø@ß�Ö|× 0 τ(G)/d ≤ L1
∗(fG) ≤ 2τ(G) + 1

C1
∗ (fG) ≥

√

τ(G)/d
∀ G Þ�öÇø"Ø
�Dôõø"Ø��KàDÖbæ�Ù�Ö|Ö d

¼"·d± ª�±�´|«�¯x³p«�·d±�¸�¨e¸i±�ª3¬g´3¯xª�ºC¨x²j¬+H�±�© ¨x´z³�¯x°g°g¯D¶t´�» W ² «Q·d± ²j±�Æ`«Ó´�±��«�¬g¯a² ¶u± �¯a°�°g±��«3´|¯aµ�±
¸dª|±�°g¬�µ�¬�²�¨xªb¿p©d±�Àd²d¬�«�¬g¯a²d´7¨x²d©�«�±�>·d²d¬��¨x°Ç³�¨x�«�´�»�Ä ±�«Q·j±�²�§d´|±�«Q·d±�´�±�³�¨x�«Q´7«�¯p¸dª�¯D¹a±"¼"·j±�¯aª|±�µ�´ � » Â��
� » L ¬g²�Y�Y L���Q »�ÄÅ±X�¯x²d�°�§d©d±p¶t¬�«�·�´|±�¹x±�ªQ¨e°1¯x¸i±�²¸dª|¯a®d°�±�µ�´�»

� � � � ��£�� £����X��£ ��

W ²Ò«Q·j¬g´�´|±��«�¬g¯a²Ò¶u±3À�ª|´|«�ª|±��¨e°g°�³�ª�¯aµ J ÂRgM «�·d±Ó²d¯x«�¬g¯a² ¯x³\ºaªQ¨e¸d·Òª�±�¸dª�±�´�±�²K«Q¨e«Q¬�¯a²+Ê�±�ÆÇ¸5¯a´�±Ó´|¯aµ�±¸dª|¯a¸i±�ª|«�¬g±�´7¯x³5¥`§d¨x©dªQ¨-«Q¬gu³�§d²d�«�¬g¯a²j´�¯x³5´Q¨e«�§dªQ¨-«Q±�©Éºaª�¨x¸d·d´�¨x²d©Éª�±��¨x°�°j´�¯xµ�±�ª|±�´|§d°�«�´�¨x®i¯x§j«�®5¯Ç¯x°g±�¨e²
´�§jµ�´�»\Ä ±$«�·d±�²�¸jª�¯D¹a±�´|¯aµ�±$ºa±�²d±�ª�¨x° Á ºaª�¨x¸d·«�·d±�¯xª�±�«�¬g Ã ®5¯a§d²d©d´�¯a²«�·d±��¬gª|�§d¬q«S�¯aµ�¸j°g±�ÆÇ¬q«M¿Ó¯x³¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬��³�§d²d�«Q¬g¯x²d´�»

ÄÅ±Ó´|·�¨x°�°&§d´|±Ó´|«>¨e²d©�¨xª|©�ºaªQ¨x¸j·Ò«Q·d±�¯aª|¿Å²d¯x«>¨-«Q¬g¯x²+»�¤ ´�±�«�¯x³t¹a±�ª|«�¬g�±�´�¬g´l�&� �(* 6 *"� �(*"�:�X¬q³t²d¯«M¶u¯ ¯x³$¬�«�´z¹a±�ª|«�¬g�±�´½¨eª�±�¨x©��¨e�±�²C«�» ¤ �!
�:d=*=�4'(* ¬g´�¨�¸�¨e¬gª3¯x³;²d¯x²ÇÈU¨x©���¨x�±�²K«�¹x±�ª|«�¬g�±�´ f ¬�³X«Q·j±ºaª�¨x¸d· ¬g´X®d¬g¸d¨xª|«�¬�«Q±$«Q·d±�²Ò¨�²d¯a²ÇÈ�±�©dºa±É¬�´$¨�¸�¨x¬�ªp¯x³�²j¯a²ÇÈU¨e©��¨x�±�²C«;¹x±�ªb«Q¬g�±�´;³�ª�¯aµ ©d¬$�i±�ª|±�²C«�¸d¨xª|«�´
Á �¯a°g¯xª��°g¨x´�´|±�´ Ã Ê�«Q·�¨e«\¬�´�Êd¸�¨e¬gª�´"¯e³�¹x±�ª|«�¬g�±�´\¬g²�¯a²d±X�¯x°g¯aª"�°l¨x´|´t¨xª�±X²d±�¬�«Q·j±�ªt±�©dºx±�´\²d¯aª"²d¯a²`ÈM±�©jºa±�´�»¤ $"� � '���� 6 � Á ¯aª�¨ $ 6 ���:�:�&�('�$"� � '���� 6 � Ã ¯x³�¨ ºaª�¨x¸d· ¬g´�¯a®j«>¨e¬g²d±�© ®C¿!©d±�°�±�«Q¬�²dº ¬�«Q´É±�©dºa±�´�» ¤�²
�&� ���:�;*=�-$"� � '���� 6 ��¬g´�¯a®Ç«>¨x¬�²d±�©�®C¿É©d±�°�±�«Q¬�²dºX¹a±�ªb«Q¬��±�´ Á «�¯aºa±�«Q·d±�ª}¶t¬q«Q·�¨x°g°j«�·d±\±�©dºa±�´u¬�²d�¬�©d±�²C«�¶t¬�«�·«Q·j±�µ Ã »\¼"·d±�µ�¨x¬g²�©d¬��%±�ª�±�²j�±�®5±�«M¶u±�±�² «Q·d±�´�±�«M¶u¯z«M¿`¸i±�´p¯x³�´|§d®dºaª�¨x¸d·d´�¬�´\«�·�¨e«�±�¹x±�ª|¿½²d¯a²ÇÈ�±�©dºx±¯x³7¨x²�¬g²d©d§j�±�©�´�§j®dºaªQ¨e¸d·¬�´t¨x°g´|¯�¨É²j¯a²ÇÈM±�©dºa±X¯x³�«Q·d±X¯aª|¬gºa¬�²�¨x°5ºaªQ¨x¸j·+»�¤Í®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q±��°g¬�¥`§j±
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®C¿¨�®5¯`¯a°g±�¨x²´|§dµ
hw =

∨

v∈W\{w} xv

»\ÑÇ¬�²d�±$¨x°�°+«Q·d±�´�±�®5¯`¯a°g±�¨x²´|§dµ�´
�¨e²�®5±p´�¬�µ�§d°q«>¨x²d±�¯a§d´|°�¿��¯aµ�¸d§j«�±�©�®C¿Ó¨�«�ª�¬�¹`¬g¨x°i�¬gª|�§d¬q«"�¯a²j´�¬g´b«Q¬�²dº�¯x³

O(n)
ÎpÏ ºC¨e«Q±�´ Á ´|±�±xÊ�±e»õºj»J �"!NM Ê�¸+» Â	! � ³�¯xªz¨Åµ�¯aª|±ºa±�²d±�ª�¨x°\ª�±�´|§d°�« Ã Ê&«�·d±½´|¬+H�±½¯x³�«�·d±½²j±�¶ �¬�ª��§j¬�«

F+

©j¯Ç±�´z²d¯x«z±�ÆÇ�±�±�©
2L + O(n)

»�ÑÇ¬g²d�±3«Q·d±�¯a²j°�¿ ©d¬$�i±�ª|±�²d�±�¯e³
F+

³�ª�¯xµ�«Q·j±Ó¯aª�¬�ºa¬g²�¨e°u�¬gª��§d¬�«
F
¬g´�«�·�¨e«�²d±�ºC¨e«�±�©

¬g²j¸d§j«Q´�¨xª�±�ª|±�¸d°g¨x�±�© ®K¿½®i¯`¯a°�±�¨x²�´|§dµ�´�Ê+¬q«pª�±�µz¨x¬�²d´�«�¯Ó´�·d¯D¶ «Q·�¨-«p¯a² ¨xª��´
ab ∈ U × W

«Q·d±�´�±
´�§jµ�´"«>¨NVx±p«Q·d±X´�¨xµ�±p¹e¨x°�§d±�´t¨x´"«�·d±X�¯aª|ª�±�´|¸i¯x²d©d¬g²jº�¬�²d¸d§j«�´�»

Â4g



¼7¨NVx±�¨x²�¨xª�®d¬q«Qª�¨xª|¿�´|±�«
S = {a, b} ¶t¬�«�· a ∈ U

¨x²d©
b ∈ W

»t¼"·d±�¬�²d�¬�©d±�²d�±$¹x±��«�¯aª�¯x³7«Q·d¬�´
´�±�«�·�¨e´S¸dª|±��¬�´�±�°�¿�«M¶&¯

1
� ´S¬g²�¸5¯a´�¬q«Q¬g¯x²d´

a
¨e²d©

b
» ? ±�²j�±xÊ

gu(S) = 1
¬$�

a 6= u
¬$�

xu(S) = 0
¬��

xu(S) = 1
»�ÑÇ¬gµ�¬g°g¨xª�°q¿aÊ

hw(S) = 1
¬��

b 6= w
¬$�

xw(S) = 0
¬$�

xw(S) = 1
» ? ±�²j�±xÊ1¯a²�±�©jºa±�´¨x²d©Ó²j¯a²ÇÈM±�©dºa±�´�¯x³

H
«�·d±S³�§d²d�«Q¬�¯a²d´

gu

¨x²d©
hw

«>¨�Ve±S«Q·d±S´Q¨xµ�±S¹e¨x°g§j±�´�¨e´&«Q·d±S²d±�ºC¨-«Q±�©3¹e¨xª|¬l¨x®j°g±�´
xu

¨e²d©
xw

Êd¬�µ�¸d°q¿`¬g²dº�«�·�¨e«
F+

ª|±�¸dª|±�´�±�²C«Q´
H
»

����� � 2�� '(� � 2 �)- � *��
2#��* 13- � �3' �3'���' � 	 13��	 � 1 .,*
� ¬�¹a±�²3¨X�¯D¹a±�ª�¬�²dº

E =
⋃m

i=1 Ai ×Bi

¯x³%«�·d±S±�©dºa±�´u¯x³(¨;ºaª�¨x¸d·
G = (V, E)

®K¿�®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±"�°�¬g¥K§d±�´�Ê
¬�«�´�$"���*É¬g´�«�·d±�²K§dµ�®5±�ª

m
¯x³&�°g¬�¥`§j±�´�Ê1¨x²j© ¬q«Q´F78*"� ' �(��¬g´�«Q·j±�«Q¯x«Q¨x°�²K§dµ�®5±�ª ∑m

i=1(|Ai| + |Bi|)¯x³1¹a±�ª|«Q¬��±�´�¬�²�«�·d±�´|±$�°g¬�¥`§j±�´�»b�(±�«
cc(G)

©d±�²d¯x«�±;«�·d±Xµ�¬�²d¬gµ�§jµ ´|¬+H�±$¨e²d©
ccw(G)

«Q·d±Xµ�¬g²d¬�µ�§dµ
¶u±�¬gºx·K«�¯x³\¨½®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±��°g¬g¥K§d±��¯D¹a±�ª�¬�²dº ¯x³

G
»�¼"·d±�´�±Óµ�±�¨x´|§dª�±�´�¶&±�ª�±3À�ª|´|«�´b«Q§d©j¬g±�©�®C¿ a�ª�©	�a´�Ê

� ¯Ç¯`©dµ�¨x²�¨x²j© ��
 ´Q¨p¬�²hJ !NM ÊK¨x²d©�²j¯w¶ ¨xª|±�«Q·d±"´|§d®(�|±��«}¯x³i¨x²�±�Æ`«Q±�²d´�¬q¹a±\°g¬q«Q±�ª�¨e«Q§jª�±x» W ²É¸�¨xªb«Q¬g�§d°l¨eª�Ê
¬�«u¬g´ VK²d¯D¶t²3«Q·�¨e«u«Q·d±�µz¨wÆj¬�µ�§dµ ¯x³

cc(G)
¯D¹a±�ª"¨x°g°

n
È�¹a±�ª|«�±�ÆÓºxªQ¨x¸d·j´&¬g´

n−Θ(log n)
Jji`Ê � i`Ê �L�M Ê¨x²d©�«Q·d¨e«"«Q·d±Xµ�¨-ÆÇ¬gµ�§jµ ¯x³

ccw(G)
¬g´

Θ(n2/ log n)
J L Ê Q Ê O M »��¯aª"¨�ºaªQ¨e¸d·

G
Êd°g±�«

µ(G)
®5±�«Q·j±pµ�¬�²d¬gµ�§jµ ¯x³

(a + b)/ab
¯w¹x±�ª\¨x°�°i¸�¨e¬gª�´

a, b ≥ 1
´�§j>·�«�·�¨e«

G
�¯a²C«>¨x¬�²d´\¨��¯a¸C¿�¯x³7¨��¯aµ�¸d°g±�«Q±p®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±

a × b
ºaªQ¨e¸d·

Ka,b

»
� � � � � ��� ��� � � 
�-*",�*"��m-'���� 6 � G

�
C1

&(fG) = cc(G)
��� �

L1(fG) ≥ µ(G) · |E| � � 
�.*;
,�*"� �C� �
G

�+$���� *�^ �<*"��$"��
�0
e�-� � � 6 �������&�<* '���� 6 � H
�_� �:*"�

cc(G) ≥ cc(H)/2
��� �

ccw(G) ≥ ccw(H) �
� �.
4
e� � ¼"·d±�±�¥K§�¨x°g¬q«Q¬�±�´ C1

&(fG) = cc(G)
¨e²d©

L1(fG) = ccw(G)
³�¯a°�°g¯D¶ ¬�µ�µ�±�©d¬g¨e«Q±�°�¿�³�ª�¯aµ «�·d±

³�¨x�« Á ´�·j¯w¶t²�¬g²�J L Ê Â�L�M]Ã «�·�¨e«"µ�¯a²d¯e«Q¯a²d±p´|¬g²dºx°g±S°�±�¹x±�°(�¬�ª��§d¬�«�´&³�¯aª"¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬�S³�§d²d�«Q¬�¯a²d´"·�¨�¹a±X«Q·j±³�¯aª|µ Á [ Ã ¶t·d±�ª|± m
¬g´�«Q·j±;²K§dµ�®i±�ª\¯e³7¤SËSÌÍºC¨e«Q±�´t¬g²Ó«Q·d±X�¬gª��§d¬�«�»

¼�¯´�·d¯D¶ «�·�¨e«
ccw(G) ≥ µ(G) · |E| Ê
°g±�« E = A1 × B1 ∪ · · · ∪ Am × Bm

®i±�¨�®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q±
�°�¬g¥K§d±;�¯D¹a±�ª�¬�²dºz¯x³

G = (V, E)
¯e³�µ�¬�²d¬gµ�¨x°5¶&±�¬gºa·C«�»�ÑÇ±�°g±��«�´|§d®d´|±�«Q´

Ei ⊆ Ai × Bi

´�¯�«Q·�¨e«\«Q·j±
Ei

´\¨xª�±X©d¬�´/�|¯a¬�²C«t¨x²d©��¯D¹a±�ª\«�·d±X´Q¨xµ�±p´�±�«
E
¯e³7±�©dºa±�´�»u¼"·j±�²

ccw(G) =
m
∑

i=1

(|Ai| + |Bi|) =
m
∑

i=1

∑

e∈Ei

|Ai| + |Bi|
|Ei|

≥
m
∑

i=1

∑

e∈Ei

µ(G) = µ(G) · |E|.

¼1¯�¸dª|¯D¹a±u«�·d±�°l¨x´b«1�°l¨e¬gµ�ÊD°g±�«
G = (V, E)

®i±u¨x²;±�Æ`«Q±�²d´�¬�¯a²�¯x³
H ⊆ U×W f ·d±�²d�±eÊ E∩(U×W ) =

H
» W ³

Ai × Bi

Ê
i = 1, . . . , m

¬g´\¨�®j¬g¸�¨xªb«Q¬q«Q±��°g¬g¥K§d±X�¯w¹x±�ª|¬g²dº�¯x³
G
Ê�«Q·j±�²

(Ai ∩ U) × (Bi ∩ W )
Ê

(Bi ∩ U) × (Ai ∩ W )
Ê
i = 1, . . . , m

¬g´�¨ ®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±z�°�¬g¥K§d±3�¯D¹a±�ª|¬g²dº�¯x³
H
» ¼"·d±Ó²K§dµ�®5±�ª�¯x³

®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±"�°g¬�¥K§d±�´�¬g²�«�·d¬g´�²d±�¶Ð�¯D¹a±�ª�¬g²jº$¬�´u¨-«uµ�¯a´b«}«M¶t¬��±"«Q·d¨e«}¬g²É«Q·d±\¯aª�¬�ºa¬g²d¨x°j�¯w¹x±�ª|¬g²dºdÊ`¨x²j©�«Q·j±
«Q¯e«>¨x°+²K§dµ�®i±�ª\¯e³�¹x±�ª|«�¬g�±�´\¬g²3«Q·j±;²j±�¶ �¯w¹x±�ª|¬g²dº�©d¯`±�´t²d¯x«t¬�²d�ª|±�¨x´|±$¨-«\¨x°g°�»

¼"·d±��¨x´�±�¯e³��¬gª|�§d¬q«Q´t¶t·d±�²�¶u±��¯a§d²C«X¨x°�°1ºa¨e«Q±�´ Á ²j¯x«_�|§j´|«p¤SËSÌ¦ºC¨-«Q±�´ Ã ¬g´�¨z®d¬q«Sµ�¯aª|±$�¯aµÉÈ¸d°�¬g�¨-«Q±�© ®5±��¨x§d´�±�®5¯Ç¯a°�±�¨x²�´|§dµ�´ Á ±�²C«Q±�ª�¬�²dº�¤�ËSÌ ºC¨e«�±�´ Ã µ�¨�¿Ò²d¯x«�²d±��±�´�´Q¨eª�¬g°q¿�®5±��¯aµ�¸d§j«Q±�©
´�±�¸�¨xª�¨e«Q±�°�¿5¾X¯a²d±É¸�¨xªb«Q¬l¨e°7´�§jµ �¯aµ�¸d§j«�±�© ¨e«X´�¯aµ�±�ÎpÏ¦ºC¨e«�±�µ�¨�¿�®5±É§d´�±�©Åµ�¨x²C¿½«Q¬�µ�±�´�»�Ñ`«�¬g°g°�Ê
®C¿Z�(±�µ�µz¨�[j» Q Êu¶u±>V`²j¯w¶ «�·�¨e«É«Q·j±¯D¹a±�ª�°g¨x¸ ¯e³�ºC¨e«�±�´��¨x²j²d¯x«�®i±�«Q¯`¯�°l¨xª|ºa±Ó¬�³\«Q·j±´|§dµ�´�¨xª|±
©d¬�´/�|¯a¬�²K«}±�²d¯a§dºa·%»�¼"·d±S©d¬�´/�|¯a¬�²C«Q²d±�´�´&¯e³
¨$�¯a°g°�±��«�¬g¯a²É¯x³+´�§dµ�´ ∨

i∈S1
xi, . . . ,

∨

i∈Sm
xi

¬�´u²d¨e«Q§dª�¨x°g°q¿
ª�±�°l¨e«�±�©É«Q¯X«Q·d±�¨x®d´|±�²d�±�¯x³%°l¨xª|ºa±"�°�¬g¥K§d±�´}¬g²É«Q·j±�¬�²d�¬�©d±�²d�±

m×n
ºaª�¨x¸d·�¯x³%«�·d¬g´��¯x°g°g±��«�¬g¯a²�¶t·d±�ª�±

i
¨x²d©

j
¨xª�±;¨x©��¨e�±�²C«S¬$�

j ∈ Si

¾}«Q·d±;�¯x°g°g±��«�¬g¯a²Ó¯x³7´�§dµ�´\¬g´
(h, k)

ÈM©j¬g´/�|¯x¬g²C«t¸dª�±��¬�´�±�°q¿Ó¶t·d±�²�«Q·d¬�´

ÂaÂ



ºaª�¨x¸d·½·d¨x´�²j¯z�¯x¸d¬g±�´�¯x³
Kh+1,k+1

»&¤Sµ�¨x²d¯�¨x²d© �¨xª�§d¯�Ve¨ J ��M §j´�±�©«Q·d¬�´�ª|±�°l¨-«Q¬g¯x²�«�¯�´|·d¯D¶ «Q·�¨-«
C1(fG) ≥ |E| ³�¯xª&¨x²C¿Éºaª�¨x¸d· G = (V, E)

¶t¬�«Q·�²d¯$�¯a¸d¬�±�´}¯x³
K2,2 f ¬g²É«Q·j¬g´}�¨x´|±\«�·d±S�¯aª�ª|±�´�¸5¯a²d©`È¬g²jº�´�§jµ�´&¨xª�±

(1, 1)
È�©d¬g´&�|¯a¬g²C«�»�¼"·d±�¬gª&¨xª�ºa§jµ�±�²K«u�¨e²Ó®i±�±�¨x´|¬g°�¿É±@Æ`«Q±�²j©d±�©Ó«Q¯;¿`¬g±�°�©3¨�°�¯D¶&±�ª&®5¯a§d²d©

¯x³�«Q·j±�³�¯aª�µ
C1(fG) ≥ |E|/tO(1)

³�¯aª
Kt,t

È�³�ª�±�±�ºaª�¨x¸d·d´�» ? ¯D¶&±�¹a±�ª�Ê(¶&±�²d±�±�©�´�§j¸i±�ªbÈM°�¬g²d±�¨xªS°�¯D¶&±�ª®5¯a§d²d©d´S¯a²
C1(fG)

³�¯aªSºxªQ¨x¸d·j´
G
¶t·j¬g>·�¨xª|±S$������(�����e*=� *�^ �e*"��$"��
��$�¯x³�®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±

n × n
ºaªQ¨e¸d·d´

H
Ê/¨x²j©´|§d>·�ºaª�¨x¸d·d´\¨x°�ª�±�¨e©j¿Ó·�¨�¹a±;�¯x¸d¬g±�´\¯e³

Kt,t

¶t¬�«�·
t = n/4

Ê�±�¹x±�²�¬q³�«�·d±XºaªQ¨x¸j·
H
¬�«�´�±�°q³1¬g´

K2,2

È�³�ª�±�±x»
¼�¯Óºx±�«pª|¬g©�¯x³�«�·d¬g´�¸dª�¯a®j°g±�µ�Êi¶u±�§d´|±É¨z«Q¬gºx·K«�±�ªS¨x²�¨x°q¿Ç´|¬g´�¯x³}´�¬g²jºa°g±$°g±�¹x±�°��¬gª|�§d¬q«Q´\«Q¯Ó¸dª|¯w¹x±É¨

´|«�ª�¯a²jºa±�ª�ª�±�´|§d°�«�Êx²�¨eµ�±�°�¿aÊe¨S°�¯w¶u±�ª�®i¯x§d²d©�¯x²�«Q·d±uµ�¬�²d¬gµ�§dµ�´|¬+H�±
C1(H)

¯x³�µ�¯a²d¯x«�¯a²d±}´�¬�²dºa°g±�°�±�¹a±�°
�¬�ª��§d¬�«�´P�.* 6 �.*;$4*"�:���&�(' H Á ª�±��¨x°�°/«�·�¨e«u´�§d>·�¨;�¬�ª��§j¬�«}µ�§d´b«�®5±�·�¨�¹a±S�¯aª|ª�±��«Q°q¿É¯a²d°�¿É¯x²z±�©jºa±�´"¨e²d©²d¯a²`ÈM±�©jºa±�´
¯x³

H f ¯x²$¯x«�·d±�ª
¬�²d¸d§j«�´(¬�«
µ�¨D¿�«>¨�Ve±&¨eª�®d¬q«QªQ¨eª|¿\¹x¨e°g§d±�´ Ã » W ³ G ¬g´
¨x²;±�Æ`«Q±�²d´�¬�¯a²;¯x³
H
«�·d±�²

²d¯a²`ÈM±�©jºa±�´�¯e³
H

¨xª�±�¨x°g´|¯3²d¯a²ÇÈ�±�©dºx±�´�¯x³
G
Ê(¨e²d© ·d±�²j�±xÊ%µ�§d´|«�®i±�ª|±e�|±��«Q±�©�®K¿

fG

»�¼"·j¬g´�µ�±�¨x²j´
«Q·d¨e«&±�¹a±�ª|¿��¬�ª��§j¬�« �;
1 6 � �#�&�(' fG

µ�§d´|«&¨x°g´|¯Xª�±�¸jª�±�´|±�²C«
H
ÊK¬�µ�¸d°q¿`¬g²dº�«�·�¨e«

C1(fG) ≥ C1(H)
³�¯xª

±�¹x±�ªb¿�±�Æ`«Q±�²d´�¬�¯a²
G
¯x³

H
»

� � � � � ����� ��� � *"�
H ⊆ U × W � *-� � � 6 �����#�&�e* $"� ����d ���.*;* n× n

'���� 6 � 7 �&� �h�!
3�;
 6 ��*;$�
e� Kt,t �� �:*"�
C1(H) = Ω(|H|/t3) �

� �.
4
e� � ¼�¨�Vx±$¨�µ�¬g²j¬gµ�¨x°/µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±p´�¬g²jºa°g±p°�±�¹a±�°(�¬�ª��§j¬�« F
ª|±�¸dª|±�´�±�²C«Q¬g²jº

H
»�¼"·d±X�¬�ª��§d¬�«

F
·d¨x´

«Q·j±X³�¯xª�µ ∨m
i=1 gi ∧ hi

¶t·d±�ª�±

gi =
∨

u∈Si

xu

¨x²j©
hi =

∨

v∈Ti

xv

¶t¬�«�·
Si, Ti ⊆ U ∪W

¨xª|±p®i¯`¯a°g±�¨x²3´|§dµ�´"�¯aµ�¸d§j«Q±�©�¨e«�«�·d±p¬g²d¸j§j«Q´"¯x³
«�·d±
i
Èm«Q·Ó¤SËSÌ ºC¨e«�±x»}Î�§dª

ºa¯C¨e°�¬g´p«Q¯´�·d¯D¶ «Q·d¨e«X¶&±�²d±�±�©Òµz¨e²K¿�ÎXÏ ºC¨-«Q±�´X«Q¯��¯xµ�¸d§Ç«Q±É«Q·d±�´�±z´|§dµ�´�»zÄ ±��¨x²d²d¯e«�¨x¸j¸d°�¿
�(±�µ�µz¨5[j» Q ©d¬gª|±��«Q°�¿z«Q¯É«Q·d±�´�±;´�§dµ�´�®5±��¨x§d´|±;«�·d±$�¯aª�ª|±�´|¸i¯a²j©d¬g²dºÉ³�¨xµ�¬g°�¬g±�´uµz¨�¿Ó²j¯x«\®i±X©d¬�´/�|¯a¬�²K«±�²j¯a§dºa·+»Ñ`«�¬g°�°mÊ(¶&±��¨x² §d´�±�«Q·d±�¨x®d´|±�²d�±3¯x³

Kt,t

¬g²
H

«�¯½´�·j¯w¶ «�·�¨e«;«Q·d±�ª�±�´b«Qª|¬g�«�¬g¯a² ¯x³�«�·d±�´|±
³�¨xµ�¬g°�¬g±�´"«�¯z«Q·d±�°�±�³]«S¸�¨xª|«

U
¯aª\«Q¯3«�·d±�ª�¬�ºa·C«�¸�¨eª|«

W
¯x³�«�·d±�®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�¬g¯a²�µ�§d´b«p�¯a²C«Q¨x¬g² ¨3°g¨xª�ºx±

±�²j¯a§dºa·
(t, t)

ÈM©j¬g´/�|¯x¬g²C«"´�§j®j³�¨xµ�¬g°�¿x»
�7¬gª|´|«�Ê-¯x®d´�±�ª|¹a±}«Q·�¨-«

Si∩Ti = ∅ ®i±��¨x§d´|±}«�·d±�ºaªQ¨e¸d· H
¬g´(´b«>¨xªUÈ�³�ª|±�± Á ´|¬g²dºa°�±�¹e¨xª�¬g¨x®d°g±�´(ª�±�¸dª�±�´�±�²C«�¯xµ�¸d°�±�«�±$´b«>¨xª|´ Ã »t¤�°g´�¯jÊi¬q³7³�¯aª\´�¯aµ�± i

Ê%®5¯x«�·
Si

¨e²d©
Ti

¶u¯a§d°�©½±�²C«�¬gª�±�°�¿�°�¬g±X¬g²�«Q·d±$´Q¨xµ�±$¸d¨xª|«�¯x³
«Q·j±�®d¬g¸d¨xª|«�¬�«Q¬�¯a²+ÊC«Q·j±�²3¶u±p�¯a§d°�©-�|§d´b«"ª�±�µ�¯D¹a±�«�·d±

i
È�«Q·Ó¤SËSÌ ºC¨-«Q±�E «Q·d±Sª�±�´|§d°�«�¬g²dº$�¬�ª��§j¬�«&¶u¯a§d°�©

´|«�¬g°�°&ª�±�¸dª�±�´�±�²K«
H Á ª�±��¨x°�°&«Q·d¨e«É¯a² ¸�¨x¬�ª�´�¯x³�¹a±�ªb«Q¬��±�´�¶t¬q«Q·d¬�²!¯x²d±�¸�¨xª|«É¯e³�«�·d±�®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q¬�¯a²Å«Q·j±

�¬�ª��§d¬�«\�¨e²½«>¨�Ve±�¨xª|®d¬�«�ªQ¨xªb¿Ó¹e¨x°g§d±�´ Ã »SÑ`¯dÊ5¶u±�µ�¨�¿�¨x´�´|§dµ�±$«Q·d¨e«S«�·d¬g´\©d¯`±�´S²j¯x«S·d¨x¸d¸5±�²+» ? ±�²d�±eÊ
H
¬g´�«�·d±X§d²d¬g¯x²�¯e³7®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±��°�¬g¥K§d±�´

Ai × Bi = (Si ∩ U) × (Ti ∩ W )

A′
i × B′

i = (Ti ∩ U) × (Si ∩ W )

³�¯aª
i = 1, . . . , m

»1ÄÅ±"µ�¨�¿�¨e´�´�§jµ�±�¶X» °m» ¯d» ºd»�«�·�¨e«�«�·d±�§d²d¬�¯a²
H ′ ¯x³/�°g¬�¥`§j±�´ Ai×Bi

Ê
i = 1, . . . , m�¯x²K«Q¨x¬g²j´�¨e«�°g±�¨x´|« |H ′| ≥ |H|/2

±�©dºx±�´�¯x³
H Á ¬q³�²d¯x«�Êe«�·d±�²�«Q¨�Vx±}«Q·d±uª�±�µ�¨x¬�²d¬g²dº\®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±}�°g¬�¥`§j±�´ Ã »ÑÇ¬g²j�±

H ′ ·d¨x´p²d¯��¯a¸j¬g±�´p¯e³ Kt,t

Ê+³�¯aª�±�¹a±�ª|¿
i = 1, . . . , m

Ê
¨e«�°g±�¨e´|«p¯a²j±�¯x³�«Q·d±�´|±�«Q´
Ai

¨e²d©
Bi

µ�§d´|«S·�¨�¹a±�³�±�¶&±�ª�«�·�¨x²
t
±�°g±�µ�±�²C«�´�» ? ±�²j�±xÊ%¬�³7¶u±�´|±�«

I = {i : |Ai| < t} «Q·d±�² |Bi| < t
³�¯xª

Â��



¨x°�°
i 6∈ I

»�ÄÅ±Xµ�¨�¿Ó¨x´|´�§dµ�±p«Q·�¨e«"«�·d±X®d¬g¸d¨xª|«�¬�«Q±SºaªQ¨x¸j·

H1 =
⋃

i∈I

Ai × Bi

�¯x²K«Q¨x¬g²j´$¨-«$°�±�¨x´b« |H1| ≥ |H ′|/2 ≥ |H|/4
±�©jºa±�´;¯x³

H Á ¬q³&²j¯x«�Ê
«Q·d±�²Å°�±�« H1

®i±É«Q·d±�§d²d¬�¯a²�¯x³
®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±��°�¬g¥K§d±�´

Ai × Bi

¶t¬�«�·
i 6∈ I

¨x²d©�ª�±�¸d°l¨x�±�«Q·d±Xª|¯a°g±�´"¯x³
Ai

� ´S¨x²j©
Bi

� ´ Ã »¼"·d¬g´;¶�¨�¿�¶u±z¯a®j«Q¨x¬g² ¨®j¬g¸�¨xªb«Q¬q«Q±
Kt,t

Èm³�ª�±�±�ºaª�¨x¸d·
H1 ⊆ A × B

¶t¬q«Q·Å¸d¨xª|«�´
A =

⋃

i∈I Ai¨x²d©
B =

⋃

i∈I Bi

Ê+¨e²d©½¶t¬�«�· |H1| ≥ |H|/4
±�©dºa±�´�»SÄ ±�¨xª|±�ºa¯a¬�²dº�«�¯3ª�±�¸dª�±�´�±�²K«p«�·d¬g´�ºaªQ¨e¸d·�®C¿

¨zµ�¯a²d¯x«�¯a²d± Á ´�¬�²dºa°�±$°�±�¹a±�° Ã �¬gª|�§d¬q« F1

¯x³�´�¬UH�±�²j¯x«�µ�§j>· °l¨xª|ºa±�ªt«Q·�¨e²�«Q·�¨e«S¯x³
F
Ê+¨x²d©«Q¯Ó¨x¸j¸d°�¿

�(±�µ�µz¨3[j» Q ¬g²�¯aª|©d±�ª�«Q¯Ó´�·j¯w¶ «Q·d¨e«�«Q·j±�´�¬UH�±�¯x³
F1

µ�§d´|«p®5±�°g¨xª�ºa± f «Q·j¬g´�¶t¬�°g°
¿`¬g±�°�©½«Q·j±�©d±�´|¬gª|±�©°g¯D¶u±�ªt®5¯a§d²d©�¯a²
size(F )

»
¼�¯¨x>·d¬�±�¹x±É«�·d±�À�ª|´|«;ºa¯C¨x°�Ê%¶u±��¯a°g°�±��«�«Q·d±�®5¯`¯a°g±�¨x² ´�§dµ�´

hi, i ∈ I
�¯aµ�¸d§j«�±�© ¬g²

F
¬�²C«Q¯�¨

�¬�ª��§d¬�«
F1

Ê�®C¿3«Q·d±p³�¯a°�°g¯D¶t¬g²jº��¯a²j´|«Qª|§d�«�¬g¯a²

F1(X) =
∨

u∈A

xu ∧
(

∨

i∈Iu

hi

)

=
∨

u∈A

xu ∧
(

∨

i∈Iu

∨

v∈Ti

xv

)

¶t·d±�ª�±
Iu = {i ∈ I : u ∈ Ai}

» �/¯xª�±�¹a±�ª|¿ ¹a±�ª|«Q±@Æ
u ∈ A

Êu«Q·d±��¬�ª��§d¬�«
F1

¨x��±�¸j«�´3¨x² ¨xª|
uv ∈ A × B

¬��
v ∈ Ti ∩ W = Bi

³�¯aªp´|¯aµ�±
i ∈ I

´|§d>· «�·�¨e«
u ∈ Ai

» ? ±�²j�±xÊ
F1

ª|±�¸dª|±�´�±�²C«Q´
«Q·j±�ºaªQ¨e¸d·

H1

»;ÑÇ¬g²j�±�¨x°�°�®5¯`¯a°g±�¨x²½´|§dµ�´
hi

¶t¬�«Q·
i ∈ I

¨xª|±�¨x°�ª�±�¨e©j¿��¯aµ�¸d§j«�±�© ¬g²
F
Ê5¶&±�²d±�±�©

¨e«tµ�¯a´|«
∑

u∈A

|Iu| =
∑

i∈I

|Ai| ≤ t · |I|

²d±�¶ ºC¨e«�±�´�«Q¯X�¯aµ�¸j§j«Q±t¨x°�°Ç³�§d²j�«Q¬�¯a²d´
xu∧

(
∨

i∈Iu
hi

) ¶t¬q«Q·
u ∈ A

»7¼1¯;�¯aµ�¸d§j«�±�«Q·d±t©d¬�´/�|§d²d�«Q¬�¯a²
¯x³�«�·d±�´|±É³�§j²d�«�¬g¯a²d´�¶&±�²d±�±�©�¨e«�µ�¯a´b« |A| ≤ ∑

i∈I |Ai| ≤ t · |I| ¨x©j©d¬�«�¬g¯a²�¨e°7ÎpÏ ºC¨e«Q±�´�» ? ±�²d�±eÊ
size(F1) ≤ size(F ) + 2t · |I| ≤ 3t · size(F )

»
Î�²!«�·d±�¯x«Q·d±�ªÉ·�¨x²d©+Êu®C¿�«Q·d±��¯x²d´|«�ª�§d�«Q¬g¯x²+Ê}«�·d±��¬�ª��§j¬�«

F1

´�¬�µ�§d°q«>¨x²d±�¯a§d´|°�¿Ò�¯aµ�¸d§j«Q±�´�¨x°g°
®5¯Ç¯a°�±�¨x²�´|§dµ�´ ∨

i∈Iu
hi =

∨

v∈Tu
xv

¶t¬�«�·
u ∈ A

¨x²d©
Tu =

⋃

i∈Iu
Ti

§j´�¬g²jº¯a²j°�¿�³�¨x²j¬g²ÇÈ
2
ÎpÏ

ºC¨e«�±�´�» ? ±�²d�±eÊ
size(F1)

¬�´�¨-«�°�±�¨x´b«
«Q·d±}©d¬g´&�|§d²d�«Q¬�¹x±u�¯aµ�¸d°g±@Æj¬q«M¿�¯x³Ç«Q·d±�³�¨xµ�¬g°q¿ T = {Tu : u ∈ A} »¼"·d¬�´�Êa¬�²�¬�«Q´1«Q§dª|²+Êa¬�´�¨e«�°�±�¨x´b«�«Q·j±�©d¬g´&�|§d²d�«Q¬�¹x±��¯xµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿;¯x³/«�·d±�ª�±�´|«�ª�¬g�«Q¬�¯a² T ′ = {Tu∩W : u ∈
A} ¯x³ T «Q¯�«�·d±X´�±�«

W
¾�·d¨D¹`¬�²dºÉ¨��¬�ª��§j¬�«�³�¯aª T ¶u±X�¨x²�ºa±�«\¨��¬�ª��§j¬�«�³�¯aª T ′ �|§d´|«t®C¿Ó´|±�«�«�¬g²dº�«�¯

0
¨x°�°%¹e¨xª�¬g¨x®d°g±�´

xu

¶t¬q«Q·
u 6∈ W

»}Î�®d´|±�ªb¹a±$«�·�¨e«"³�¯aª"±�¹a±�ª|¿
u ∈ A

Ê

Tu ∩ W =
⋃

i:u∈Ai

Ti ∩ W =
⋃

i:u∈Ai

Bi

¬g´}«Q·d±p´|±�«"¯e³1¨x°g°5²d±�¬�ºa·K®i¯xª�´�¯x³
u
¬�²

H1

»}ÑÇ¬g²j�±
H1

·�¨x´&²d¯��¯a¸j¬g±�´&¯x³
Kt,t

ÊÇ²d¯
t
¹a±�ªb«Q¬��±�´"¬�²

A
�¨x²

·�¨�¹a±
t
�¯aµ�µ�¯a²²d±�¬�ºa·K®i¯aª|´�»�¼"·j¬g´�µ�±�¨x²j´�«Q·d¨e«�«Q·j±�³�¨xµ�¬g°�¿ T ′ µ�§d´b«p®5± (t, t)

È�©d¬g´&�|¯a¬g²C« Á ¬g²³�¨x�«�Ê±�¹x±�²
(t − 1, t − 1)

ÈM©d¬�´/�|¯a¬�²C« Ã »�ÑÇ¬g²j�± |H1| =
∑

u∈A |Tu ∩ W | Ê:�(±�µ�µz¨F[Ç» Q ¿`¬g±�°g©d´

size(F1) ≥
1

t2

∑

u∈A

|Tu ∩ W | − |A|
t

=
|H1|
t2

− |A|
t

.

Â [



¼1¯aºa±�«�·d±�ª�¶t¬q«Q·Ó«Q·j±p¸dª�±�¹Ç¬�¯a§d´"±�´|«Q¬�µz¨-«Q±
size(F1) ≤ 3t · size(F )

¨e²d©�¨x²�¯a®C¹Ç¬�¯a§d´"±�´|«Q¬�µz¨-«Q± |A| ≤
t · |I| ≤ t · size(F )

Êj«Q·j¬g´�¿`¬g±�°g©d´

size(F ) ≥ 1

3t
· size(F1) ≥

|H1|
3t3

− |A|
3t2

≥ |H1|
3t3

− size(F ).

ÑÇ¬�²d�± |H1| ≥ |H|/4
Ê`«Q·d±X©d±�´�¬gª|±�©�°g¯D¶u±�ªt®i¯x§d²d©

size(F ) = Ω(|H|/t3) ³�¯a°g°�¯D¶t´�»
Ë�¯D¶�¶u±X«Q§dª|²�«�¯É«�·d±;¨x�«�§�¨x°+¸jª�¯`¯x³7¯e³7¼"·d±�¯aª�±�µ�´ � » Â ��� » L »

� � £@��¢&¡�£@��
����Ó�7�É���Ð���
	���"�;� ��� ����
W ²�¯aª|©d±�ª\«Q¯�¸dª�¯D¹a±$«Q·d±$ºC¨x¸+Ê5�°g¨x¬gµ�±�©�¬g²¼"·d±�¯xª�±�µ � » Â Ê/¶&±$²d±�±�© Á ®C¿ �
±�µ�µ�¨ [j» Â [ Ã ¨�®d¬g¸�¨eª|«Q¬q«Q±
n × n

ºaª�¨x¸d·Ó¶t·d¬g>·
Â »�¬g´"©d±�²d´�±eÊ/¬m» ±x»qÊd·�¨x´ Ω(n2)

±�©dºx±�´�Ê
� »�·�¨x´"²d¯��¯x¸d¬g±�´\¯e³ Kt,t

¶t¬q«Q·
t
¨x®5¯a§j«

log n
Ê

[j»��¨x²�®5±Xª�±�¸jª�±�´|±�²C«Q±�©�®C¿�¨�´�µ�¨x°g° Á °g¬�²d±�¨eª�´�¬UH�± Ã µ�¯a²d¯e«Q¯a²d±p�¬gª|�§d¬q«�»¼"·d±Å±@ÆÇ¬g´|«�±�²d�±Ò¯x³�ºxªQ¨x¸d·j´�Êp´Q¨-«Q¬g´b³]¿`¬g²dº!«Q·d±�À�ª�´b«½«M¶u¯ �¯x²d©d¬�«�¬g¯a²j´�Ê�¬�´½¨!�°l¨e´�´�¬��¨x°pª|±�´|§d°�«¯x³
a�ª�©	�x´�J � M » ? ¯D¶&±�¹a±�ª�Ê�¬q«Q´3¸dª|¯Ç¯e³$¬�´3¸dª|¯a®�¨x®d¬�°g¬�´|«Q¬��¨x²d© ºa¬q¹a±�´Ó²j¯!¬�©d±�¨ ¯a²Ð·d¯D¶ «�¯�±�²d´|§dª�± «Q·j±
«Q·j¬gª�©��¯a²d©d¬q«Q¬g¯x²+»�¼1¯�ºa±�«tª�¬�©�¯e³�«�·d¬g´"¸dª|¯a®d°�±�µ�Êj¶&±8�|§d´b«\ª�±�¹x±�ª|´�±$«�·d±X¯aª�©j±�ªt¯x³1«Q·d±;¨xª|ºa§dµ�±�²C«�¾�¶u±
À�ª|´|«�>·d¯Ç¯x´�±�¨e²�¨x¸d¸jª�¯a¸dª|¬l¨e«�±XºaªQ¨x¸j·

G
¶t·d¯x´�±�¬�²d©d§d�±�©½´|§d®dºaª�¨x¸d·d´�´Q¨e«�¬g´b³]¿Ó«Q·d±X«Q·d¬�ª�©��¯a²j©d¬�«�¬g¯a²+»

¼"·d±�²�¶u±É§d´�±�«�·d±�¸dª|¯a®�¨x®d¬�°g¬�´|«Q¬�;¨xª�ºa§jµ�±�²K«S«Q¯Ó´�·j¯w¶ «Q·�¨-«
G
µ�§d´|«p�¯a²C«>¨x¬�²�¨3´�§�]��¬g±�²C«�°�¿�°g¨xª�ºx±

¬g²j©d§d�±�©´|§d®dºaª�¨x¸d·�´Q¨e«�¬g´b³]¿Ç¬�²dº�«Q·d±pÀ�ª|´|«t«M¶u¯��¯a²d©d¬q«Q¬g¯x²d´�»
�(±�«

F = GF(2)
¨x²d©

r
®i±�¨�´�§�]��¬g±�²C«�°�¿ °g¨xª�ºa±�±�¹a±�²Å¬g²C«�±�ºa±�ª�»ÉÄÐ¬�«Q·�±�¹a±�ªb¿ ´�§d®d´|±�«

S ⊆ F
r¶u±�¨x´|´�¯`�¬l¨-«Q±;¨�®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�±pºaªQ¨e¸d·

HS ⊆ S × S
´�§j>·½«Q·�¨-«\«M¶u¯z¹x±�ª|«�¬g�±�´

u
¨x²d©

v
¨xª�±$¨x©��¨e�±�²C«�¬�³

¨x²d©½¯a²d°�¿3¬�³
u · v = 1

Ê/¶t·d±�ª|±
u · v ¬g´t«Q·j±�´��¨x°l¨eª\¸jª�¯`©d§d�«S¯D¹a±�ª

F
»tÄ ±$¶t¬�°g°(²d±�±�©�«�·d±$³�¯a°�°g¯D¶t¬g²jº

Ï\¨xµ�´|±�¿CÈ�«M¿`¸5±X¸dª�¯a¸5±�ªb«M¿Ó¯x³�´�§d>·ºaªQ¨e¸d·d´�»
� � � � � ��� � ��� §d©d° !NV � Ï `©d°bJ �NgMlÃ ��� � 6�6 
4$4*5*",�*"�"mS,�*;�"�e
� $ 6 �(�;* V ⊆ F

r

e�\���&13*"��$"��
� b(r +

1)/2c �&�:�e*"�.$4*;�"�&$
S

�&��)+*;$;$ � �����
t
*")+*"13*"�:�&$ � � �:*"�%�!*"�&���:*"�

HS

�!
� ���:* � � 6 �����#�&�e*F�;
1 6 )+*"13*"�:�
HS

�;
�:�����&��$
Kt,t �

� �.
4
e�A$���*"�<�4�`»�¼"·d±\¸dª|¯Ç¯x³%¬g´�®�¨x´|±�©�¯a²�«�·d±�¯x®d´�±�ª|¹e¨e«Q¬�¯a²É«Q·�¨e«u¨x²C¿��¯x¸K¿É¯e³
Kt,t

¬g²
HS

¶&¯a§j°g©�ºa¬�¹x±
§d´p¨3¸d¨x¬gª�¯x³�´�§d®j´�±�«�´

X
¨x²d©

Y
¯e³

S
¯x³�´|¬+H�±

t
´�§d>· «Q·d¨e«

x · y = 1
³�¯aªp¨x°�°

x ∈ X
¨x²d©

y ∈ Y
»

��¬�±�¶t¬�²dº½«Q·j±3¹a±��«Q¯aª|´É¬g²
X

¨x´�«�·d±Óª�¯D¶t´�¯x³t«�·d±Ó�¯`± ]��¬�±�²C«Éµ�¨e«Qª|¬qÆÅ¨x²d©Ò«�·d±3¹a±��«Q¯xª�´É¬g²
Y
¨e´

§d²IVK²d¯D¶t²d´�Êi¶u±�¯a®Ç«>¨x¬�²�«�·�¨e«\«Q·d±;´�§dµ
dim(X ′) + dim(Y ′)

¯x³�«Q·d±;©d¬gµ�±�²j´�¬g¯x²d´t¯x³�¹a±��«�¯aª�´|¸�¨x�±�´
X ′ ¨x²d© Y ′ Ê�´�¸�¨x²j²d±�©�®C¿

X
¨x²j©Å®C¿

Y
Ê7�¨x²d²d¯x«$±�ÆÇ�±�±�©

r + 1
» ? ±�²d�±eÊ�¨e«�°�±�¨x´b«;¯a²d±z¯e³�«Q·d±�´�±©d¬�µ�±�²d´�¬�¯a²d´�¬g´}¨e«}µ�¯a´|«

(r +1)/2
ÊC¬gµ�¸d°�¿`¬�²dºS«Q·d¨e«}±�¬�«�·d±�ª |X ′∩S| < t

¯aª |Y ′∩S| < t
» ? ¯D¶&±�¹a±�ª�Ê«Q·j¬g´"¬g´"¬�µ�¸5¯a´|´�¬g®j°g±S®5±��¨x§d´|±$®5¯x«Q·

X ′ ¨x²j© Y ′ �¯a²C«>¨x¬�²�´�§d®d´|±�«�´ X
¨x²d©

Y
¯x³

S
¯x³�´�¬+H�±

t
»

W ² «Q·d±²d±�Æ`«Ó°�±�µ�µz¨�¶u±�§d´|±½«Q·d±�³�¯a°g°�¯D¶t¬g²dº ¹a±�ª�´|¬g¯a²d´z¯x³��&·d±�ª|²d¯ � � ´3¬�²d±�¥K§�¨x°�¬�«M¿ Á ´�±�±eÊt±x» ºd»�ÊJ Â � M Ê!Y L » ÂDÃ ¾�¬q³ X
¬�´�«Q·d±X´�§jµ ¯x³

n
¬g²d©d±�¸i±�²d©d±�²K«PT&±�ª�²d¯x§d°g°�¬%ªQ¨e²d©d¯aµ ¹x¨eª�¬l¨e®d°g±�´&¶t¬�«�·�«�·d±p´�§j��±�´�´

¸dª|¯a®�¨x®d¬�°g¬q«M¿
p
Ê1«�·d±�²

Pr (|X| ≤ (1 − c)pn) ≤ e−c2pn/2
³�¯aª

0 < c ≤ 1
Ê�¨x²d©

Pr (|X| ≥ cpn) ≤
2−cpn

³�¯aª
c > 2e

»

ÂRL



� � � � � ���%��� � �:*"�.*�*�^ �+$"�&$-�5$"� � $4*"� S ⊆ F
r

e� $"���* |S| = 2r/2

$"�:�4�h� �����_�!*"�&���:*"�
HS

�!
�k� �:*
� � 6 �������&�<*F�;
1 6 )+*"13*"�:�

HS

�;
�:�����&��$��>�;
 6 ml
e�
Kr,r �

� �.
4
e� � �(±�«
N = 2r

Ê"¨x²j© °g±�«
S ⊆ F

r
®5±½¨ ªQ¨x²d©j¯aµ ´�§d®d´|±�«3¶t·j±�ª�±±�¨x>· ¹x±��«Q¯aª

u ∈ F
r
¬�´

¬g²j�°g§j©d±�©X¬g²
S
¬�²d©d±�¸i±�²d©d±�²C«�°�¿S¶t¬q«Q·X¸dª|¯a®�¨x®d¬�°g¬q«M¿

p = 21−r/2 = 2/
√

N
»�Tu¿-�&·d±�ª�²d¯ ���õ´
¬g²j±�¥K§�¨x°�¬�«M¿aÊ

|S| ≥ pN/2 = 2r/2
¶t¬q«Q·�¸dª�¯x®�¨x®d¬�°g¬�«M¿�¨e«t°�±�¨x´b«

1 − e−Ω(pN) = 1 − o(1)
»

�(±�«p²d¯D¶
V ⊆ F

r
®i±�¨3´|§d®d´|¸�¨x�±É¯x³

F
r
¯x³}©d¬gµ�±�²d´|¬g¯a² b(r + 1)/2c = r/2 Á ª�±�µ�±�µ�®i±�ª�«Q·d¨e«

r
¬�´�±�¹x±�² Ã »!¼"·j±�² |V | = 2r/2 =

√
N

¨x²d©�¶&±�µ�¨D¿ ±�ÆÇ¸5±��«
p|V | = 2

±�°�±�µ�±�²C«Q´�¬�² |S ∩ V | »Tu¿c�&·j±�ª�²j¯ � � ´�¬g²j±�¥K§�¨x°�¬�«M¿aÊ
Pr (|S ∩ V | ≥ 2c) ≤ 2−2c

·j¯a°g©d´p³�¯aªX¨e²K¿
c > 2e

»�¼"·j±�²K§dµ�®5±�ªX¯x³
¹a±��«�¯aª�´�¸�¨e�±�´�¬�²

F
r
¯x³t©j¬gµ�±�²d´|¬g¯a²

r/2
©d¯`±�´�²d¯e«�±�ÆÇ�±�±�© ( r

r/2

)

≤ 2r/
√

r
»�ÄÅ±z�¨x²Å«�·d±�ª|±�³�¯aª|±

«>¨NVx±
c = r/2

¨e²d©½�¯a²d�°�§d©d±X«Q·�¨-«�«�·d±�´|±�«
S
¬�²K«�±�ª|´�±��«Q´�´�¯aµ�±

r/2
ÈM©d¬�µ�±�²d´�¬�¯a²�¨x°5¹a±��«Q¯xªS´�¸d¨x�±

V¬g²
2c = r

¯aªSµ�¯aª�±$±�°�±�µ�±�²C«Q´�¶t¬q«Q·�¸dª|¯a®�¨x®j¬g°g¬q«M¿�¨e«pµ�¯a´|«
2r−(log r)/2−r = r−1/2 = o(1)

» ? ±�²d�±xÊ
¶t¬�«�·½¸dª|¯a®�¨x®j¬g°g¬q«M¿

1 − o(1)
«Q·j±�´�±�«

S
·�¨x´��¨xª|©d¬g²d¨x°g¬q«M¿Ó¨e«�°g±�¨x´|«

2r/2
¨x²d© |S ∩ V | < r

³�¯aª�±�¹a±�ª|¿
r/2

È�©d¬gµ�±�²d´|¬g¯a²d¨x°5¹x±��«Q¯aª\´�¸�¨e�±
V
» ��¬qÆÓ´|§d>· ¨�´|±�«

S ′ ¨x²d©�«>¨�Ve±$¨e²½¨xª|®d¬�«�ªQ¨xªb¿3´|§d®d´�±�« S ⊆ S ′ ¯x³�¨eª�©d¬�²�¨x°g¬q«M¿ |S| = 2r/2
» T}¿h�(±�µ�µz¨ L » Â Êd²j±�¬�«�·d±�ª HS

²j¯aª
HS

�¯a²C«>¨x¬�²d´t¨É�¯a¸C¿Ó¯x³
Kr,r

»
Ë�¯D¶�¶u±X«Q§dª|²�«�¯É«�·d±;¨x�«�§�¨x°+¸jª�¯`¯x³7¯e³7¼"·d±�¯aª�±�µ � » Â »� �.
4
e�3
e� � �:*;
�.*"1�� ��� » �(±�«

S ⊆ F
r
®5±�¨Ó´|§d®d´�±�«�¯x³u�¨eª�©d¬�²�¨x°g¬q«M¿ |S| = n = 2r/2

ºa§�¨xª�¨x²C«Q±�±�©
®C¿G�(±�µ�µ�¨ L » � »½Ä ±3µ�¨�¿Å¨e´�´�§jµ�±z«�·�¨e« u · v = 1

·d¯a°�©d´$³�¯aª�¨e«�°�±�¨x´b«�·�¨e°�³"¯x³"«�·d±3¸�¨e¬gª�´$¬g²
S

Á ¯e«Q·d±�ª|¶t¬g´|±z«>¨NVx±3«Q·j±3®d¬g¸d¨xª|«�¬�«Q±��¯xµ�¸d°�±�µ�±�²C«�¯e³ HS Ã » ? ±�²j�±xÊ
H = HS

¬g´�¨½®d¬g¸d¨xª|«�¬�«Q±
n × nºaª�¨x¸d·½¶t¬q«Q·

n = |S| ¹a±�ªb«Q¬��±�´S¬g²�±�¨x>· ¸�¨xªb«�¨x²j©�¶t¬�«Q· |H| ≥ |S|2/2 = n2/2
±�©jºa±�´�» �¯aª|±�¯D¹a±�ª�Ê

«Q·j¬g´"ºaª�¨x¸d·��¯a²C«>¨e¬g²d´"²d¯É�¯a¸C¿�¯x³
Kr,r

¶t·d±�ª|±
r = 2 log n

»
�(±�«}²d¯D¶

G
®5±"«Q·d±\´Q¨-«Q§dª�¨e«Q±�©�±@ÆÇ«�±�²d´|¬g¯a²�¯x³

H
»CTu¿�ª�±�µ�¯D¹`¬g²dºp«Q·j±\�±�²C«Q±�ª�´u¯x³%�¯aµ�¸d°g±�«Q±"´|«Q¨xª�´�Ê

¶u±S¯a®j«Q¨x¬g²�¨x² �&� ��� �;*=�É´|«Q¨xªbÈm³�ª�±�±\´�§j®dºaªQ¨e¸d·
H ′ ¯x³ H »�ÑÇ¬�²d�±t«Q·d±\ºaª�¨x¸d·

H
·�¨x´}²d¯;�¯a¸j¬g±�´}¯x³

Kr,r

Ê
¬�«t�¨x²�·�¨�¹a±�¨-«�µ�¯a´b«

2(r − 1)
�¯aµ�¸d°�±�«Q±p´b«>¨xª|´�Ê/¬gµ�¸d°q¿Ç¬�²dº�«�·�¨e«t«Q·d±;ª�±�´�§d°q«Q¬�²dºÉ´�§d®dºxªQ¨x¸d·

H ′ ´|«Q¬�°g°·�¨x´ |H ′| ≥ |H| − 2(r − 1)n = Ω(n2)
±�©jºa±�´�» �¯aª�±�¯D¹a±�ª�Ê
±�¹a±�ª|¿ �¬gª|�§d¬q«pª�±�¸dª�±�´�±�²C«�¬g²dº

H
µ�§d´b«

¨x°�´�¯�ª�±�¸dª�±�´�±�²K«
H ′ Ê�|§d´b«t®i±��¨x§d´|±X±�©dºa±�´
4e²j¯a²ÇÈM±�©dºa±�´\¯e³ H ′ ¨xª�±p¨e°g´�¯�±�©dºa±�´
4e²d¯x²ÇÈM±�©dºa±�´t¯x³ H Á «Q·d¬�´¬g´S¨z¸dª|¯a¸i±�ª|«M¿½¯x³A�&� ��� �;*=�½´|§d®dºaª�¨x¸d·d´�Ê(²d¯x«S´�·�¨xª|±�© ®C¿�´|¸�¨x²d²j¬g²dº3´|§d®dºaª�¨x¸d·d´ Ã ¨x²d© ±�¹a±�ªb¿��¬gª��§d¬�«³�¯aª

H
µ�§d´|«u�¯aª|ª�±��«Q°q¿�¨x��±�¸j«
4eª�±<�|±��«&«Q·j±�µ�»�¼"·d±�ª|±�³�¯aª|±xÊ

C1(fG) ≥ C1(H) ≥ C1(H ′)
¶t·d±�ª|±xÊÇ®K¿

�(±�µ�µz¨F[Ç» Â [ÇÊ C1(H ′) = Ω(|H ′|/r3) = Ω(n2/ log3 n)
» ? ±�²d�±eÊ

C1(fG) = Ω(n2/ log3 n)
»

¼�¯ ºx±�«�¨e²�§d¸d¸5±�ª�®5¯a§d²d©Å¯a²
C(fG)

Ê�°g±�«�§d´�¬g©d±�²K«�¬�³]¿ ±�¨e>·Ò¹a±��«Q¯aª
w ∈ S

¶t¬q«Q·Å«�·d±3´�±�«�¯x³
1
È��¯`¯aª�©j¬g²�¨e«�±�´�¯x³

w
» ? ±�²d�±xÊC«M¶&¯p¹x±�ª|«�¬g�±�´

u
¨x²j©

v
¨xª|±t¨x©��¨x�±�²C«�¬g²

H
¬�� |u∩v| ¬�´�¯Ç©d©%» W «�¬g´7²d¯x«©d¬ ]��§d°�«\«Q¯�¹a±�ª|¬�³]¿�«Q·�¨-« Á ³�¯xªS±�¹x±�² r Ã «Q·j±�ºaªQ¨e¸d· H

�¨x² ®i±$ª�±�¸dª�±�´�±�²C«�±�© ®K¿½¨z©d±�¸j«Q·`È
2
³�¯aª|µ�§d°g¨

F (X) =
⊕r

i=1

∨

w∈Si
xw

¶t¬�«Q·
Si = {w ∈ S : i 6∈ w} » W ²d©d±�±�©+Ê�«Q·d±

i
È�«�·Ò�°g¨x§d´�± ∨

w∈Si
xw¨x��±�¸Ç«Q´�¨e²½¨xª|

uv ∈ S × S
¬��

u ∈ Si

¯aª
v ∈ Si

¬$�
i 6∈ u ∩ v

» ? ±�²d�±eÊ5«�·d±p³�¯aª�µ�§d°l¨
F
¨x��±�¸Ç«Q´

uv
¬��

uv
¬g´\¨x��±�¸Ç«Q±�©½®K¿¨x²�¯`©d©½²K§dµ�®5±�ª\¯x³7�°l¨e§d´�±�´�¬�� |{i : i 6∈ u ∩ v}| = r − |u ∩ v| ¬g´t¯`©d©¬$� |u ∩ v| ¬g´"¯`©d©�¬$� uv ∈ H

»
Tu¿5�(±�µ�µ�¨ [j»niÇÊK¨x°g°

r = 2 log n
®i¯`¯a°�±�¨x²�´|§dµ�´}¬�²�«Q·d±�³�¯aª|µ�§d°g¨

F (X)
¨x®5¯D¹a±t�¨x²�®5±"´�¬gµ�§d°�«Q¨-È

²d±�¯a§d´�°q¿É�¯aµ�¸d§j«�±�©�®K¿�¨;�¬�ª��§j¬�«�¯x³%°g¬g²j±�¨xª Á ¬g² n Ã ´�¬+H�±x» ? ±�²d�±xÊ`«Q·d±\ºaªQ¨e¸d· H
�¨x²�®i±\ª�±�¸dª�±�´�±�²K«�±�©

®C¿ ¨�°�¬g²d±�¨xª�´|¬+H�±É�¬gª��§d¬�«X¯D¹x±�ªX«Q·d±É®�¨x´|¬g´ {∨,∧,¬} ¨x²d©+Ê1®C¿c�
±�µ�µ�¨ [j» ÂaÂ Ê
�¨e² ®5±�ª|±�¸dª|±�´|±�²C«Q±�©®C¿�¨ 13
�!
�<
�!*X�¬�ª��§d¬�«\¯x³7°g¬g²j±�¨xª"´|¬+H�±e»"ÑÇ¬�²d�±
G
¬�´t«�·d±;´Q¨e«�§dªQ¨e«�±�©±�Æ`«Q±�²d´�¬�¯a²½¯x³

H
Ê �(±�µ�µz¨5[j» �

¬gµ�¸d°�¬g±�´}«Q·�¨-«
C(fG) = O(n)

» ? ±�²d�±xÊ
Gap(G) = C1(fG)/C(fG) = Ω

(

n/ log3 n
) »

Â O



� �z�;� � ¡��� 
�� �Ó�7�É���Ð���
	���"�;� ��� �� �

�(±�«
G
®i±p«Q·j±p´Q¨e«�§dªQ¨e«�±�©�±�Æ`«Q±�²d´�¬�¯a²�¯x³1«Q·d±p®d¬�¸�¨xªb«Q¬�«�± �p²d±�´|±�ª

n × n
ºxªQ¨x¸d·

K ⊆ U × V
»}Ï\±��¨x°�°

«Q·d¨e«�¬�² «�·d¬g´;�¨e´�±
U
¨e²d©

W
�¯a²d´|¬g´|«$¯x³t¨e°g°

n = 2r
´|§d®d´|±�«Q´

u
¯x³ {1, . . . , r} Ê7¨x²j© uv ∈ K

¬��
u ∩ v = ∅ »�Ñ`¬g²d�± log2 3 > 1.58

Ê+«�·d±ÉºaªQ¨e¸d·
K

·�¨e´ |K| =
∑

u∈U 2r−|u| = 3r ≥ n3/2+c
±�©dºa±�´

¶t¬�«�·
c ≥ 0.08

» �¯aª|±�¯D¹a±�ª�Ê�«�·d±�ºaªQ¨x¸j·
K

�¨x² �¯a²C«Q¨x¬g² ¨��¯aµ�¸d°g±�«Q±�®d¬�¸�¨xª|«�¬�«�±
a × b

´�§j®dºaªQ¨e¸d·
∅ 6= A×B ⊆ K

¯x²d°�¿É¬q³
a ≤ 2k

¨x²j©
b ≤ 2r−k

³�¯aª}´�¯aµ�±
0 ≤ k ≤ r

Ê`®i±��¨x§d´|±S«Q·j±�²3¬q«&µ�§j´|«�·j¯a°g©
«Q·d¨e«

(
⋃

u∈A u) ∩ (
⋃

v∈B v) = ∅ »pÑÇ¬g²d�± a ≤ a′ ¨x²d© b ≤ b′
¬gµ�¸d°�¿

(a + b)/ab ≥ (a′ + b′)/a′b′
Ê

¶u±z·�¨�¹a±
µ(K) ≥ (2k + 2r−k)/2r ≥ 2−r/2 = n−1/2

» T}¿ �(±�µ�µ�¨h[j» Â4� Ê L1(fG) = ccw(G) ≥
ccw(K) ≥ µ(K) · |K| ≥ n1+c

»
Î�² «�·d±�¯e«Q·d±�ª;·d¨x²d©+Ê1®C¿�¬�«Q´X©d±�À�²d¬q«Q¬g¯x²+Ê+«Q·d±�ºaª�¨x¸d·

K
¨x©dµ�¬�«�´X¨x² ¬g²C«Q±�ª�´�±��«�¬g¯a² ª�±�¸dª�±�´�±�²C«Q¨-È

«Q¬�¯a²�¯x³�´|¬+H�±
r
¨x²d©%Ê5®C¿>�(±�µ�µ�¨S[j» ! Ê��¨x²½®5±$ª|±�¸dª|±�´|±�²C«Q±�© ®K¿�¨�µ�¯x²d¯x«Q¯x²d±-��Ë � ¶t¬�«Q·

int(K) ≤
r = log n

�°l¨x§d´|±�´�Êu¨e²d©Ò·d±�²d�±eÊ}®C¿Ò¨½µ�¯x²d¯x«Q¯x²d±�³�¯aª|µ�§d°g¨�¶t¬q«Q·
O(n logn)

³�¨x²d¬g²`È
2
¤�ËSÌ ¨e²d©

ÎpÏ ºC¨e«Q±�´�»Ô¼1¯aºa±�«�·d±�ª�¶t¬�«�· �(±�µ�µz¨Z[j» �jÊ�«Q·j¬g´�¬gµ�¸d°g¬�±�´3«Q·d¨e«
L(fG) = O(n log n)

» ? ±�²d�±xÊ
Gap form(G) = L1(fG)/L(fG) = Ω(nc/ log n)

»

� � ��� �$¡���  �t  � �;�Ó£�� ¢&£��7¢�¡Ó£@��
 � �����É���Ð���
	 ��"�X� ��� � ���

¼1¯!¸jª�¯D¹a± «Q·j± °g¯D¶&±�ªÓ®i¯x§d²d©
C∗(fG) ≥ m(G) + 1

¶&±�§d´|± «Q·d± �¯aµ�µ�§d²d¬g�¨e«Q¬�¯a² �¯aµ�¸j°g±�ÆÇ¬q«M¿
¨xª|ºa§dµ�±�²C«�» Tu¿ ¨x²Ð¯a®d´�±�ª|¹e¨e«�¬g¯a²Ð©d§d±�«Q¯!Ë\¬g´Q¨e² Á ´�±�± J Â	!M ¯xª�J Â [ M Êk�
±�µ�µ�¨ ÂaÂ » �aÃ Ê C∗(fG)

¬�´
¨e«&°g±�¨e´|«}«Q·d±�©j±�«Q±�ª�µ�¬g²d¬�´|«�¬g"«M¶&¯-ÈM¸�¨xªb«M¿��¯aµ�µ�§d²d¬��¨e«�¬g¯a²��¯xµ�¸d°�±�ÆÇ¬�«M¿É¯e³

fG

§d²j©d±�ª}«Q·d±S¶u¯aª|´|«|È��¨x´|±
¸�¨xªb«Q¬q«Q¬g¯x²�¯x³i¬�«�´�¬g²d¸j§j«�¹e¨xª�¬g¨x®d°�±�´ Á «Q·d¬�´�·d¯a°�©d´7³�¯aª�¨xª�®d¬q«Qª�¨xª|¿xÊa²d¯x«�²d±��±�´�´Q¨eª�¬g°q¿�¥K§�¨x©jªQ¨e«�¬gxÊe³�§d²d�«�¬g¯a²j´¨x²d©�³�¯aªu¨xª�®d¬q«Qª�¨xª|¿xÊ`²j¯x«&²j±��±�´�´�¨xª�¬�°�¿Éµ�¯a²d¯x«�¯a²d±xÊK�¬gª��§d¬�«�´ Ã » �(±�«u²d¯D¶ M

®i±�¨x²3¬�²d©d§d�±�©�µz¨e«�>·d¬g²jº
¬g²

G
¶t¬�«�· |M | = m(G)

±�©jºa±�´�»FTu¿�´|±�«|«Q¬g²jº3«Q¯
0
¨x°�°1«�·d±�¹e¨xª�¬g¨x®d°�±�´S�¯aª�ª|±�´|¸i¯a²j©d¬g²dºÓ«�¯3¹a±�ªb«Q¬��±�´

¯a§j«�´�¬�©d±�«Q·d¬�´3µ�¨e«Q>·d¬�²dºdÊ"¶u± ¯x®j«>¨x¬�² «Q·d¨e«
C∗(fG) ≥ C∗(fM) Á ª�±��¨x°�°�«Q·d¨e« M

¬g´Ó¨e² �&� ���:�;*=�
´�§j®dºaªQ¨e¸d·�¯x³

G Ã »\¼"·d±�³�§j²d�«�¬g¯a² fM

¬�«�´�±�°�³�·�¨e´�«Q·j±$³�¯aª|µ
fM =

∨|M |
i=1 xiyi

Êi¬�»õ±e»�Ê5¬g´\«Q·d±$²d±�ºC¨-«Q¬g¯x²
¯x³+«�·d±\´�±�«&©d¬g´&�|¯a¬g²C«�²d±�´|´u³�§d²d�«Q¬�¯a²+Ê`¨x²d©�¬�«Q´}©d±�«Q±�ª|µ�¬�²d¬g´b«Q¬�"�¯aµ�µ�§d²d¬��¨e«�¬g¯a²É�¯aµ�¸j°g±�ÆÇ¬q«M¿É§d²d©d±�ªu«Q·j±
²�¨e«�§dªQ¨e°+¸�¨xªb«Q¬�«�¬g¯a²�¶t·d±�ª|±$¯a²j±p¸d°l¨�¿a±�ªtºa±�«�´t¨x°g°

xi

�õ´\¨x²j©�«�·d±X¯x«Q·j±�ª"ºa±�«Q´\¨x°g°
yi

�õ´t¬g´u¶&±�°g°9VK²d¯D¶t²�«�¯
®5± |M | + 1

» ? ±�²d�±eÊ
C∗(fG) ≥ C∗(fM) ≥ |M | + 1 = m(G) + 1

»
��¯aª�«Q·d±t¸dª|¯Ç¯e³%¯x³5«Q·j±\´|±��¯a²d©�¸�¨xª|«}¯x³i¼"·d±�¯aª�±�µ � »j[X¶u±t²d±�±�©�«Q·j±t³�¯x°g°g¯D¶t¬�²dº�³�¨x�«�» �(±�« cnf(fG)©d±�²d¯x«Q±\«Q·d±�µ�¬�²d¬gµ�§dµ¦°�±�²dºx«�·z¯x³ Á ¬m» ±x»�«Q·d±�²`§jµ�®i±�ª&¯x³+�°l¨e§d´�±�´&¬g² Ã ¨;µ�¯a²j¯x«Q¯a²j±k��Ë�� �¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº

fG

»
� � � � � 	 � ��� � 
��*",�*"��m�'��=� 6 � G


e� 1 �R^ �&1F�(1 �(*�'��.*;*
d

�
cnf(fG) ≥ τ(G)/d �

� �.
4
e� � �(±�«
F
®i±¨ µ�¯a²d¯x«�¯a²d± ��Ë � ¯x³�°�±�²dºx«�·

t = cnf(fG)
�¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº

fG

» ÑÇ¬g²j�±
fG

·�¨e´
²d¯ ¸dª�¬�µ�±Ó¬�µ�¸j°g¬g�¨x²C«Q´$¯x³�°�±�²dºx«�·

1 Á ®C¿�¬�«�´�©j±�À�²d¬q«Q¬�¯a² ÁbÂwÃ|Ã Ê�«Q·d¬�´ ��Ë �Íµ�§d´|«��¯a²C«>¨x¬�² ¨e«É°�±�¨x´b«
«M¶u¯ �°l¨x§d´|±�´�» ¼7¨�Ve± ¨x²C¿ ¯x³;«Q·d±�´�±��°g¨x§d´�±�´

C =
∨

u∈S xu

¨x²d©Ð�¯x²d´�¬�©d±�ªÓ«Q·j± ´|·dª�¬�²IVx±�© ��Ë��
F ′ = F \ {C} »}ÑÇ¬g²j�± C

µ�§d´b«\¨x��±�¸j«S¨x°g°i±�©dºx±�´\¯x³
G
Ê�±�¨x>·¯e³�«�·d±�´|±$±�©dºa±�´\µ�§d´b«t·�¨�¹a±$¨e«t°g±�¨x´|«

¯a²d±X±�²d©d¸5¯a¬g²C«t¬g²
S
» ? ±�²d�±eÊ

S
µ�§d´b«\®i±;¨�¹a±�ª|«Q±@Æ��¯D¹a±�ª�¯e³

G
Ê�¬gµ�¸d°q¿Ç¬�²dº�«�·�¨e« |S| ≥ τ(G)

»
ÑÇ¬g²j�±

F
¬g´�¨p´�·j¯aª|«�±�´|« ��Ë ���¯xµ�¸d§Ç«Q¬g²jº

fG

ÊC«Q·j±\´|·dª�¬�²IVx±�© ��Ë��
F ′ µ�§d´|«�µ�¨�Ve±�¨e²�±�ª�ª�¯xª�ÊC¬m» ±x»¬�«1µ�§j´|« Á ¶tª�¯x²dºa°�¿ Ã ¨x��±�¸j«�´�¯xµ�±}¬g²d©j±�¸5±�²d©d±�²C«�´�±�«�¯x³ G »1¼"·�¨e«7¬g´�Ê-«�·d±�ª|±&µ�§d´b«7®5±u¨x²�¬�²d©d±�¸5±�²j©d±�²C«´�±�«

I
´|§d>·z«�·�¨e«}±�¹x±�ª|¿��°l¨x§d´|±�¯e³

F ′ �¯a²C«>¨x¬�²d´}¨X¹e¨xª|¬l¨x®d°�± xv

¶t¬�«�·
v ∈ I

»�ÑÇ¬�²d�±
F ′ ·�¨x´}¯a²d°q¿ t−1

Â i



�°g¨x§d´|±�´�Ê(¶u±�µ�¨�¿ ¨x´|´�§dµ�±�«Q·d¨e« |I| ≤ t − 1
»�¼"·d¬g´p±�ª�ª�¯xªpµ�§d´|«;®5±��¯aª|ª�±��«Q±�©Å®C¿�«�·d±��°g¨x§d´�±

C
Ê

¬gµ�¸d°q¿Ç¬�²dº�«�·�¨e«X±�¹a±�ªb¿�¹a±�ª|«�±�Æ
u ∈ S

µ�§d´|«X®5±É¨x©��¨x�±�²C« Á ¬�² G Ã ¶t¬q«Q· ¨e«p°�±�¨x´b«p¯a²d±�¹x±�ªb«Q±�Æ ¬�² I
Ê

³�¯aª�¯x«Q·d±�ª|¶t¬�´�±
F
¶u¯a§d°�©�¶tª�¯a²jºa°�¿¨x��±�¸Ç«p«Q·d±�¬�²d©d±�¸5±�²j©d±�²C«X´�±�«

I ∪ {u} ¯x³ G
» ? ±�²j�±xÊ1¨e«S°g±�¨x´|«¯a²d±;¹a±�ª|«Q±@Æ

v ∈ I
µ�§d´b«�·�¨�¹x±�¨e«�°�±�¨x´b« |S|/|I| ≥ τ(G)/t

²d±�¬�ºa·K®i¯aª|´�¬�²
S
»�Ñ`¬g²d�±$«Q·j±�©d±�ºxª�±�±$¯x³

v
�¨x²d²d¯e«�±@ÆÇ�±�±�©

d
Êd«�·d±X©d±�´|¬gª�±�©°�¯D¶&±�ª"®i¯a§j²d©

t ≥ τ(G)/d
³�¯a°g°�¯D¶t´�»

¼7¨NVx±S²j¯w¶ ¨x²z¨eª�®d¬q«QªQ¨eª|¿�ºxªQ¨x¸d·
G = (V, E)

¯x³%µz¨wÆj¬�µ�§dµ ©d±�ºaª|±�±
d
Ê`¨x²d©z°�±�«

F
®5±S¨X´�µ�¨x°�°g±�´b«

µ�¯a²d¯x«�¯a²d±
Σ3

�¬gª|�§d¬q«X�¯aµ�¸d§j«�¬g²dº
fG

»�Ä ±�À�ª�´b«$�¯a²d´|¬g©d±�ª;«�·d±É�¨x´|±�¶t·d±�²
F
¬�´X¨�³�¯aª|µ�§d°g¨jÊ+¬m» ±x»

¨x°�°%ºC¨e«�±�´t·�¨�¹a±X³�¨x²d¯x§j«
1
»�¼"·d¬�´"³�¯aª�µ�§j°l¨�¬g´t¨e²½ÎpÏ

F = F1 ∨ · · · ∨ Fs

¯x³�µ�¯x²d¯x«Q¯x²d±-��Ë ��´�Ê/¨e²d©
size(F ) ≥ ∑s

i=1 ri

¶t·d±�ª|±
ri

¬�´�«Q·d±É°�±�²dºx«�· ¯e³u«�·d±
i
È�«�·G��Ë��

Fi

»�¼"·d±S��Ë ��´
Fi

Ê
i = 1, . . . , s�¯xµ�¸d§Ç«Q±X¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬��³�§d²d�«�¬g¯a²j´\¯e³7´|§d®dºaª�¨x¸d·d´

Gi = (V, Ei)
¯x³

G
´�§d>·�«Q·�¨e«

E1 ∪ · · · ∪ Es = E
»

Ë�¯e«Q±�«Q·�¨e«
τ(G) ≤ ∑s

i=1 τ(Gi)
» ÑÇ¬g²d�±±�¨x>· ¯e³S«Q·j±�´�±´�§d®jºaªQ¨x¸j·d´�·d¨x´�µ�¨-ÆÇ¬gµ�§dµ ©d±�ºaª�±�±½¨-«

µ�¯a´|«
d
Ê��
±�µ�µ�¨hij» Â ¬�µ�¸d°�¬g±�´�«Q·�¨e«X«�·d±�±�²C«Q¬gª|±�³�¯xª�µ�§d°g¨ F

µ�§d´|«$·�¨�¹a±�´�¬UH�±�¨e«;°g±�¨e´|« ∑s
i=1 ri ≥

∑s
i=1 τ(Gi)/d ≥ τ(G)/d

» W ³
F
¬�´�²j¯x«p¨�³�¯xª�µ�§d°g¨ Á ´�¯aµ�±�ÎXÏÍºC¨e«�±�´�¯x²½«Q·d±$®i¯e«�«Q¯xµ °�±�¹x±�°7·d¨D¹x±

³�¨x²d¯x§j«�°g¨xª�ºa±�ª$«�·�¨x²
1 Ã Ê7«Q·j±�²Ò¶u±Ó´|«Q¬�°g°}·�¨�¹a±3«�·�¨e« size(F ) ≥ t = max{s, r1, . . . , rs}

»�¼7¨NVx±�¨
��Ë �

Fi

³�¯aª�¶t·d¬g>·
τ(Gi) ≥ τ(G)/s

»_Tu¿ �(±�µ�µz¨ ij» Â Ê Fi

·�¨x´}°g±�²dºx«�·
ri ≥ τ(Gi)/d ≥ τ(G)/sd

»
ÑÇ¬�²d�±X®5¯x«Q·

ri

¨x²d©
s
©d¯É²d¯e«�±@ÆÇ�±�±�©

t
Êd«�·d¬g´"¿`¬g±�°g©d´

t2 ≥ τ(G)/d
Ê/¨x²d©�«Q·j±;©j±�´�¬�ª�±�©°�¯w¶u±�ªt®5¯a§d²d©

t ≥
√

τ(G)/d
¯x²�«�·d±X²K§dµ�®5±�ªt¯x³�ºC¨e«Q±�´t¬g²

F
³�¯a°�°g¯D¶t´�»

� � ¡�@�
£ � ��£�¢ �p�
£�� � ¢&� � � �/���3£@��� � �Ó�7�É��� ��� 	���"�;� ��� �� �

�(±�«
G
®i±�«�·d± ´Q¨e«�§dªQ¨-«Q±�©Ð±@ÆÇ«�±�²d´|¬g¯a² ¯x³$¨x²

n
«Q¯

n
µ�¨e«Q>·j¬g²dº

M
»¦¼"·d±�²+Ê�®C¿ �(±�µ�µz¨ [j» Â�� Ê

C1
&(fG) = cc(G) ≥ cc(M)/2 = n/2

» Î�² «Q·d±¯x«Q·j±�ªz·d¨x²d©+Ê
M

�¨x² ®5±½ª�±�¸dª�±�´�±�²K«�±�©Ð®C¿ ¨
µ�¯a²d¯x«�¯a²d± ��Ë �Å¯x³+°g±�²jºx«Q·

O(log n)
»�¼"·j¬g´u³�¯x°g°g¯D¶t´�³�ª�¯xµ ¨;µ�¯xª�±\ºa±�²d±�ªQ¨x° �(±�µ�µz¨-[j» Â4g Ê`®d§j«&�¨x²¨x°�´�¯z®5±�´|·d¯D¶t²�©d¬gª|±��«�°�¿ Á ´�±�±lJ Â4gM]Ã ¾"°g±�« r = 2 log n

¨x²d© ¨e´�´�¯`�¬g¨e«Q±X¶t¬�«�·�±�¨e>·�¹a±�ªb«Q±@Æ
ui

¯a²½«Q·j±
°g±�³]«�´|¬g©d±3¬q«Q´h
7 �

r/2
È�±�°�±�µ�±�²C«�´|§d®d´�±�«

Ai

¯x³ {1, . . . , r} Ê�¨x²d©Ò¨x´�´|¬gºa²Ò«�¯½«Q·d±Ó§j²d¬g¥K§d±3µ�¨e«�>·d±�©¹a±�ª|«�±�Æ
vi

¯a²«Q·d±�ª|¬gºa·C«�´�¬�©d±�«Q·j±��¯xµ�¸d°�±�µ�±�²C«
Bi

¯x³
Ai

» W «p¬�´S�°g±�¨eª�«Q·d¨e«S«�·d±�²
Ai ∩ Bj = ∅ ¬$�

i = j
» ? ±�²d�±xÊ

cnf(M) = int(M) ≤ r = 2 log n
»�¼�¯xºa±�«�·d±�ª�¶t¬�«�·l�(±�µ�µz¨ [j» �jÊC«Q·j¬g´}¬gµ�¸d°g¬�±�´7«�·�¨e«

C&(fG) = O(log n)
» ? ±�²d�±eÊ

Gapmult(G) = Ω(n/ log n)
»

� � �$��¢ ��¡� Ó£��
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 �;��  ��� �t� �Ó�7� � � ��� 
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�¯x²�|±��«Q§dª|±;¬�´"«Qª�§j±³�¯aªp¨e°gµ�¯a´|«X¨e°g°7ºxªQ¨x¸d·j´�»FT&±�«�«�±�ª�¿a±�«�Ê1¼"·d±�¯xª�±�µ � »n[Ó¬�µ�¸d°�¬g±�´\«�·�¨e«p«Q·j±��¯a²�|±��«�§dª�±�¬g´S«�ª�§d±�³�¯aª�¨x°g°
n
Èm¹a±�ª|«Q±@Æ ºaª�¨x¸d·d´��¯a²C«Q¨x¬g²d¬�²dºÒ¨e² ¬g²d©j§d�±�© µz¨-«Q>·d¬�²dº ¶t¬q«Q·

Ω(n)
±�©dºa±�´�» Ñ`«�¬g°�°mÊ}¬�«3´|±�±�µ�´�¹a±�ªb¿

§d²d°�¬+Ve±�°�¿�«Q·�¨-«"«Q·d±X�¯x²�|±��«Q§dª|±$¬�´�«Qª�§j±X³�¯xªt¨x°g°iºaªQ¨x¸j·d´�»
 �	 ��� ��� � � ����� 
4*;$>� �:*"�.*�*�^ �+$"�

n
d<,�*"���<*�^c'��=� 6 ��$ G


e�>1 �R^ �&1 ��)A�(*�'��.*;*
d
7 �&� �

L∗(fG) =
o (τ(G)/d)


�
C∗(fG) = o(

√

τ(G)/d) �
¤ ²d±@Æ`«�¯a¸5±�²Ò¥K§d±�´|«�¬g¯a²Ò¬�´;«�¯½¸dª|¯D¹a± $"� 6 *"��d<)2�&�!*=����°�¯D¶&±�ª$®5¯a§d²d©j´�¯a²Å«�·d±z´|¬+H�±z¯x³"µ�¯a²d¯e«Q¯a²d±

Á ³�¨e²d¬g² 2 Ã �¬�ª��§d¬�«�´��¯aµ�¸d§j«Q¬�²dº!±�ÆÇ¸d°g¬��¬q«�¥`§d¨x©dªQ¨-«Q¬g�³�§d²d�«Q¬�¯a²d´�¬g²
n
¹e¨xª|¬l¨x®j°g±�´�»	��¯aªÓ³�¯aª|µ�§d°l¨e´

Á ³�¨e²d¯a§j« 1
�¬gª|�§d¬q«Q´ Ã °�¯D¶&±�ª�®5¯a§d²d©j´ L(fG) = Ω(n3/2)

�¨x²½®5±;¸dª�¯D¹a±�©�§d´|¬g²dºÉ«Q·d±;ªQ¨e²IV�¨xª�ºx§dµ�±�²C«

Â�Q



J Â4gNM » ? ¯D¶u±�¹a±�ª�Ê�«�·d± �¨x´|±�¯x³>�"�&�.�"�(�&�/$ ¬�´3µ�¯aª�± �¯aµ�¸j°g¬g�¨e«Q±�© ®5±��¨e§d´�± Á ¨e´�µ�±�²C«�¬g¯a²d±�© ¬g² «Q·j±
¬g²C«�ª�¯`©d§d�«�¬g¯a² Ã VK²d¯D¶t² °g¯D¶&±�ª�®5¯a§d²d©d´�³�¯aª�µ�¯a²d¯x«�¯a²d±��¬gª|�§d¬q«Q´eE «Q·d±$µ�±�«Q·d¯`©�¯x³u¨x¸j¸dª�¯�ÆÇ¬gµ�¨e«Q¬�¯a²d´
©d§d±p«�¯�Ï\¨�H�®i¯aª|¯D¹�J ���M Êd¨x²d©�¬�«Q´"©j±�ª�¬q¹e¨e«Q¬q¹a±�´<EÐ�¨x²d²d¯x«"¿`¬�±�°g©�°�¯w¶u±�ª"®5¯a§d²j©d´�°g¨xª�ºx±�ª&«�·�¨x²

n
»

 �	 ��� ��� ���$��� � �.
,�*
C(fG) ≥ n1+ε

�R
�-��� *�^ 6 )2���"�&� n
d<,�*"���<*�^5'��=� 6 � G �ÄÐ·�¨e«$�¨x² ®5±�´�¨x¬g© ¨x®5¯a§j«X«Q·d±�´�¬�²dºa°�±�°g±�¹x±�°��¯x²�|±��«Q§dª|±z¬g² «�·d±��¯a²C«Q±@ÆÇ«�¯x³�ºxªQ¨x¸d· ª�±�¸dª�±�´�±�²ÇÈ

«>¨-«Q¬g¯x²+Êd«Q·�¨-«S¬�´�Ê/¬�³1¶&±$�¯a²j´�¬g©j±�ª\�¬gª|�§d¬q«Q´-�.* 6 �;*;$4*"�:�#�&�('3ºaªQ¨e¸d·d´ G
¬g²d´b«Q±�¨e©½¯x³7�¬gª|�§d¬q«Q´F�;
1 6 � �#�&�('«Q·j±�¬gªX¥K§�¨x©jªQ¨e«�¬g�³�§d²d�«Q¬g¯x²d´

fG

X �/¯xªp�¬gª|�§d¬q«Q´p¶t¬�«�· ³�¨e²d¬g²ÇÈ
2
ºC¨e«�±�´X«Q·d±�¥K§d±�´b«Q¬g¯x²Å¬g´;¨x°�ª�±�¨x©j¿�¨x²`È

´|¶u±�ª|±�©�¬�² Y L ¾�«Q·d±XºC¨x¸�®5±�«M¶u±�±�²�´�¬�²dºa°g±S°g±�¹x±�°
¨x²j©ºa±�²d±�ª�¨x°(�¬�ª��§d¬�«�´"¬g´ Ω(n/ log3 n)
¨e°g´�¯�¬�²Ó«Q·d¬�´

�¯x²K«�±�Æ`«�»PT&§j«\¶t·�¨e«�¨x®5¯a§j«\�¬�ª��§j¬�«Q´t¶t¬�«�·½§d²K®5¯a§d²d©j±�©½³�¨x²j¬g²½ºa¨e«Q±�´;X ��¯aª�¨�ºaª�¨x¸d·
G
Ê/°�±�«

C∗(G)®5±�«Q·d±"µ�¬g²d¬�µ�§dµÍ´�¬UH�±"¯x³i¨pµ�¯a²d¯x«�¯a²d±&§j²`®5¯a§d²j©d±�©�³�¨x²d¬g²��¬gª|�§d¬q«�ª�±�¸dª�±�´�±�²K«�¬g²dº
G
ÊK¨x²d©É°g±�«

C1
∗(G)®5±�«Q·d±�´|¬g²dºa°�±�°�±�¹a±�°7¹a±�ª�´|¬g¯a² ¯x³�«Q·d¬�´�µ�±�¨x´|§dª�±e»�Ë�¯e«Q±�«�·�¨e«�Ê+³�¯xª�´�¯aµ�±�ºaª�¨x¸d·d´

G
Ê(�¬gª��§d¬�«�´�ª�±�¸dª�±@È

´�±�²C«Q¬g²jº
G
µ�¨�¿Å®5±Ó±�ÆÇ¸5¯a²d±�²C«�¬l¨x°�°�¿ ´�µ�¨x°g°�±�ªX«Q·�¨e²��¬gª|�§d¬q«Q´$�¯aµ�¸d§j«�¬g²dº½«�·d±Ó¥K§�¨x©dª�¨e«Q¬�z³�§d²d�«Q¬�¯a²

fG

» W ³UÊ7´Q¨�¿xÊ
Mn

¬g´$¨µ�¨e«Q>·j¬g²dºÓ¶t¬�«�·
n
±�©dºx±�´�Ê�«Q·d±�²

cnf(Mn) = O(log n) Á ®C¿0�(±�µ�µz¨>[j» Â4gCÃ®d§j«
C∗(fMn

) = Ω(n) Á ®C¿ ¼"·d±�¯aª|±�µ � »j[ Ã »!¼"·j¬g´�¨x°g´|¯�´�·d¯D¶t´É«Q·�¨e«�Êu¬�²!«�·d±��¯a²C«�±�Æ`«z¯e³Sºaª�¨x¸d·
ª�±�¸dª�±�´�±�²K«Q¨e«Q¬�¯a²+Ê �(±�µ�µ�¨Fij» Â ©d¯`±�´t²d¯e«�·j¯a°g©�¨x²C¿`µ�¯xª�±x»
 �	 ��� ��� ����� ��� §d©j° !�V � Ï�Ç©j° � Ñj¨�¹`¬g;V�� J �`Â MlÃ � � �.
,�*3�������

C1
∗(G)

1 ��m � * 1F�:�4� ) ����'(*"�S�������
C∗(G) �a�¨x´|¿��¯x§d²C«Q¬g²jºz´�·j¯w¶t´\«Q·�¨-«

C1
∗(G) = Ω(n)

³�¯aª�¨x°�µ�¯a´b«\¨x°g°
n
È�¹x±�ª|«�±�Æºaª�¨x¸d·d´�»\Îp²�«Q·d±;¯x«�·d±�ª

·�¨x²j©+Êt¨x´�µ�±�²K«�¬g¯a²j±�© ¬�² Y � Ê"¨ °g¯D¶&±�ªz®5¯a§d²d© nΩ(1)
³�¯aª�¨x² ±�ÆÇ¸d°g¬��¬q«�ºxªQ¨x¸d·

G
¶&¯a§j°g© ¿`¬�±�°g© ¨

´�§j¸i±�ªbÈM°�¬g²d±�¨xª�°�¯w¶u±�ª�®5¯a§d²j©�³�¯aª�²j¯a²ÇÈMµ�¯a²d¯e«Q¯a²d±&°g¯aºeÈ�©d±�¸Ç«Q·��¬�ª��§d¬�«�´�»7¤"�«Q§�¨e°g°�¿xÊC±�¹x±�²3¨pµ�§j>·�µ�¯aª�±
µ�¯Ç©d±�ªQ¨e«�±�°g¯D¶u±�ª�®5¯a§d²d©

2α
√

log n
¶t¬�«�·

α → ∞ ¶u¯a§d°g©É·�¨�¹x±�¬�²K«�±�ª|±�´|«�¬g²dºp�¯a²d´|±�¥K§d±�²j�±�´ Á ´�±�±-J Â4gM]Ã »
 �	 ��� ��� ������� � �.
,�*

C1
∗(G) ≥ 2α

√
log n

�R
�-��� *�^ 6 )2���"�&� n
d<,�*"���e*�^\'��=� 6 � G �¤S°q«Q·d¯a§jºa·+Ê�¨x´$µ�±�²C«Q¬g¯x²d±�©�¨e®i¯D¹a±eÊ7¶u±�¨x°gª|±�¨x©j¿��¨x²�¸dª|¯w¹x±3°g¯D¶u±�ª$®i¯a§j²d©d´

L(fG) = Ω(n3/2)³�¯aª�´�¯aµ�±�±�ÆÇ¸d°�¬g�¬�«�ºaªQ¨x¸j·d´
G
Ê%©d¯x¬g²dºz«�·d¬g´\³�¯aª-$����#�(�=���<*=��ºaªQ¨e¸d·d´�¬�´�¨3µ�§d>· µ�¯aª|±�©d¬ ]��§d°�«\«>¨e´=V/»

T&°�¯a²d¬l¨eª=H J L�M §j´�±�© �¯a§d²C«Q¬�²dº ¨xª�ºa§jµ�±�²K«�´�«Q¯ ´|·d¯D¶ «Q·d¨e«
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