
����������	�

��������	 ����� 
�����
�������������
�	  ��������"!#����$ ����%&$'�(��� �

)+*�,.-�/�0(1 ∗†‡

243�57678:9<;=6
>(?A@CBEDGFIHKJMLON=PQJMR�STSAUWVYXZD[B]\�^`_]a<bZ_�cAdO?<efc<gih<bO\�g=bZ_�jkemlonE?A@4jpefc<efj�q<jkcrq<jsat@ub

R
lEqAdZ?

nE?v_�n�_�wm\�c<g
@uxy@ubEzp_�d{d{@uh<nEefc<god{\�jph<q<nZ_�nEem\�c|_�n}jY\=lEn
R
x=_�bEe~_�a<wm@{l�_�bO@�nO@{lEnO@{�YjY\�bO@�nE?v_�c�\�cAd{@=�

�"@ucAd{@
0 ≤ R ≤ n

^M\�b�@uxy@ubEz�a<bZ_�cAdZ?<efc<g|h<bO\�g=bZ_�j�efc
n
x�_�bEe~_�a<wm@{l���>(?A@�at@{lEn"bO@{lOq<wfnOl"lO\�^�_�b

� @ubO@"@[�Wht\�cA@uc�nEe~_�w�wm\ � @ub�at\�q<cA�<l�\�c4nE?A@�lEef�7@"\�^ta<bZ_�cAdZ?<efc<goh<bO\�g=bZ_�jYl � efnE? R = o(n/ log n)
�

�i@�efjph<bO\7xy@"nE?<eml}nO\
R = εn

^Q\�b�_`d{\�cAlEnZ_�c�n
ε > 0

��>(?<eml�_�wmlO\�g=efxy@{l�_�cA@ � _�cA�YlEefjph<wm@�h<bO\W\�^
\�^�_�c�@[��ht\�cA@uc�nEe~_�w.wm\ � @ub"a�\�q<cA��^M\�b�a<bZ_�cAdO?<efc<g�h<bO\�g=bZ_�jYl+\�^�wm@uc<g=nE? (1 + ε)n

��>(?A@{lO@�wm\ � @ub
a�\�q<cA�<l"_�bO@`h<bO\7xy@{��^Q\�b��rqv_���bZ_�nEemd�^Qq<cAdunEem\�cAl+\�^��"_�j�_�c�q��O_�c�g=bZ_�h<?Al7�

� ���|�������i�i�"�}�����

�¡ o¢�£�¤�¥[¦¨§� �©�ª[«t o¥¬ªu­W¤t§®­r©[§°¯�£I§t :±�£r²"³´§t �ªu �©¬¯'¦µ¤t¦¨¥Zªu¦µ¢=¶�·t©u­W¤�¢{«t¦¨¤t¸|¹�©[£�¸�©[­W¯�¥o³�¥[ � rº® W»¼¸t»(ªu«� o¥[½t©Z¾� �¿
ÀmÁ=ÂrÃ £W©&ªu«t °¯�£�¤t£�¸W©u­W¹t« ÀÅÄWÆ�Ã ¶7»ÈÇ� �¢�­r±¨±"ª[«®­rª|¥¬½t¢{«�­�¹�©[£�¸�©[­W¯É¦¨¥�Ê¬½t¥Zª�­�§t¦¨©¬ �¢:ª[ �§Ë­W¢�¿I¢:±¨¦µ¢C¸�©u­r¹t«
Ì ¦µª[«Í£W¤t Y¥[£�½t©¬¢� �¤t£v§t W»�Î+­r¢{«#¥[¦µ¤tÏ�³�¦Ð»¼ W»"­�¤�£I§t �£W²�£�½�ª[§t �¸�©¬ �  0

¶�¦¨¥�±¨­W·� :±¨ :§° �¦µª[«t �©�·<¿
1
³G­W¢:¢� �¹Iª7¶

£�©|·<¿
0
³´©¬ OÊ¬ :¢:ª7¶7»ÑÎ�­W¢{«Ë¤t£�¤vÒE¥[¦µ¤tÏÈ¤t£v§t i«®­W¥�£�½Iªu§t :¸�©[ : 

2
º�­W¤�§Ëª[«t ¡³�ª Ì £A¶&£�½�ªu¸W£�¦¨¤t¸Ó :§t¸� :¥]­W©¬ 

±Q­r·� :±¨ �§°·<¿'ªu«t pªu :¥¬ª[¥
xi = 0

­W¤t§
xi = 1

º�²�£�©�¥[£�¯� 
i ∈ {1, . . . , n} »+ÔI½t¢{«Í­&¹t©¬£�¸�©u­r¯Õ¢�£W¯'¹t½Iªu �¥�­

·.£I£�±µ �­W¤�²�½t¤t¢�ªu¦¨£W¤
f : {0, 1}n → {0, 1} ¦µ¤C­�¤t­rªu½t©[­W± Ì ­�¿.Ö�¸�¦µ¾W �¤°­W¤]¦¨¤t¹t½Iª�¾� :¢:ª[£�© x ∈ {0, 1}n Ì  

¥¬ªu­W©¬ªY¦µ¤Óªu«t �¥[£W½t©[¢: �¤�£I§t rº�­W¤t§Ó²�£�±¨±µ£ Ì ª[«t Í³´½t¤�¦¨×A½t =¶
¹t­rªu« Ì «t£�¥¬ �ª[ �¥Zªu¥4­W©[ |¢:£�¤t¥[¦µ¥¬ª[ �¤<ª Ì ¦~ªu«Óªu«� 
¢�£W©[©[ :¥[¹.£�¤t§t¦µ¤t¸C·t¦~ªu¥o£r²

x Ø ªu«t¦µ¥
¹®­rª[«Ó¦¨¥sªu«t ÍÙ{Ú�Û
Ü.ÝvÞÐßWÞGàÐÚ�áâ£�¤ x
»pã`«t¦µ¥ Ì ­�¿ Ì  &©¬ �­W¢{«â­]¥¬¦¨¤tÏäº�­r¤t§

ªu«� �¦µ¤t¹t½�ª
x
¦¨¥�­W¢:¢� :¹�ªu :§#¦µåÍªu«t¦µ¥�¦¨¥�ªu«� 

1
ÒE¥¬¦¨¤tÏä»

æ
­rª[½t©u­r±�¹®­W©u­r¯' �ªu �©¬¥`£W²� :¾� :©¬¿i·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸�¹t©[£�¸W©u­W¯Õ­W©[ rÖ

• ª[«t &ç�à~è�é
S ê ªu«t Y¤A½t¯&·. �©�£W²�¤t£v§t �¥ Ø

• ª[«t CÙ{Ú�Û
Ü.ÝIÞÐßWÞ´àÐÚ�á�ÞGàMÛ]é
T ê ª[«t Y±¨ �¤�¸Wªu«i£W²�­�±µ£�¤t¸� :¥¬ª�¢:£�¯'¹�½�ª{­rª[¦¨£�¤ëºt­W¤t§

∗ ìMí�î´ïGðKïGñ=ïÐò�ó7ôtõYö{ïÐ÷yòZø`ö{ïÐðÅù¬î�ö7í�ú
ìMí=ômó:ûGø`ö7ïGðüùZî¬ý=þ�ðÅÿKíyðÅñ�î¬ý��AðKïG÷�ñ�ö�íyðüö
† �������	��

������������������� íyð���ò¬ûÐîGðKï��{ï���ûÐö�í ��ômñyû´ï[ý(ìMí�î�ïÐð¼ïÐñ=ïYô"!yûpìMíyômó�ûÐø�ö7ïGð���ý$#}ó�%WòZûGï'&MõYö)(�ò¬û'&+*�ïGû-,/.�.�&�.-0yý�12&4365�570�8

�yû ö7í��:ômñ�û´ï[ý�9�òZûÐø�ö�í:(�,�;äø`ö7ðÅÿ �=< ñ���írö7>�ïG÷�ð?, ðKíyômó�ûÐø�ö7ïGð��=, ñyí�ð@&¨ômûÐö�í ��ômñyûGïA, ú=ò
‡ #�ò¬îGò¬ö�ûÐù ÷
î´ñ�B Bró:û´ïÐò¬úC%:(söD1��E9GF:ûÐö�í�ïH*
IKJ2LG0M56N7O�P)&+P�,

Á

Electronic Colloquium on Computational Complexity, Report No. 79 (2005)

ISSN 1433-8092




• ª[«t ��uéEÜ��fàÐÙ[ßWÞGàÐÚ�áÓá®ÝvÛ���é��
R ê ªu«t �¯]­���¦µ¯]­r±ë¤A½t¯&·. �©�£W²�·t¦µª[¥�ª[ �¥Zªu �§Í¯'£W©[ pªu«®­r¤Í£�¤�¢� �­W±¨£W¤t¸

­W¤�­W¢:¢� :¹�ªu¦µ¤t¸'¢:£�¯�¹t½�ª{­�ªu¦¨£W¤�»
æ�£Wª[ 'ª[«®­rª�²�£�©Y :¾� :©¬¿T·t©u­W¤�¢{«t¦¨¤t¸Í¹t©[£W¸�©u­W¯ ¦µ¤

n
¾r­W©[¦¨­W·t±µ �¥ Ì  ]«®­�¾�  0 ≤ R ≤ n

»
	Í£�©¬ �£=¾� :©�º
 :¾W �©Z¿&·.£I£�±µ �­W¤�²�½t¤t¢�ªu¦¨£W¤

f
¦¨¤

n
¾r­W©[¦¨­W·t±µ �¥�¢�­W¤|·. �¢�£W¯'¹t½Iªu �§�·A¿&­
·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸p¹t©[£W¸�©u­W¯ Ì ¦~ªu« T = n­W¤t§

R = 0
ÖäÊ¬½�¥¬ª+ª{­WÏr 
­Y¢�£�¯�¹t±µ :ªu �·t¦µ¤®­W©Z¿&ªu©¬ � �£W²ë§t �¹�ª[«

n
»���£ Ì  �¾� :©�ºIª[«t s¥[¦�
:  S

£W²�¥¬½t¢{«�³�ª[©[¦~¾I¦¨­W±M¶
·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸¡¹�©[£�¸�©[­W¯�¥|¦¨¥|ªu«t :¤Ñ ���¹.£�¤t :¤<ªu¦Q­r±�²�£W©|¯'£�¥Zª�²�½t¤t¢:ª[¦¨£�¤�¥�»�� ª�¦µ¥�ª[«t �©¬ :²�£�©¬ Í¦µ¤<ªu �©¬ �¥Zªu¦¨¤�¸�ª[£
½t¤t§� �©[¥Zª{­W¤�§ Ì «� :ªu«� �© S

¢�­W¤Ó·. &¥¬½t·t¥¬ªu­W¤<ªu¦¨­W±¨±~¿i©[ �§�½t¢� :§â·<¿#­W±¨±µ£ Ì ¦¨¤t¸�±Q­W©¬¸� �©s¾r­W±¨½t :¥�²�£�© T
­W¤t§��r£W©

R
»�ã`«t¦¨¥`¦µ¥�­�¥¬£rÒE¢�­W±¨±µ �§��E¥[¹®­W¢: p¾� �©¬¥[½t¥�ªu¦µ¯' ��o¹�©[£�·t±µ �¯ ²�£�©`·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸'¹�©[£�¸�©[­W¯�¥�»
ã`«A½t¥�º.¸�¦µ¾W �¤#­�·.£I£W±¨ �­r¤C²�½t¤t¢:ª[¦¨£�¤

f
¦¨¤

n
¾r­W©[¦¨­W·t±¨ :¥�º Ì  �­r©[ Y¦¨¤<ªu :©[ :¥¬ªu :§#¦µ¤�ª[«t Y¥[¯'­W±¨±µ �¥¬ª�¥¬¦�
:  S£W²�­|·t©u­W¤�¢{«t¦¨¤t¸�¹t©¬£�¸�©u­r¯Õ¢�£W¯'¹t½Iªu¦¨¤�¸

f Ì «t �¤Í �¦µª[«t �© T
£�©

R
³�£�©`·.£Wªu«ä¶`­W©¬ p±¨¦µ¯'¦~ªu �§ë»

æ�£Wª[ �ª[«®­rª
T
­W¤t§

R
­r©[ ��O¥[ :¯]­r¤Aª[¦¨¢���©[ :¥¬ªu©¬¦¨¢�ªu¦¨£W¤t¥�Ö�ª[«t :¿�¢:£�¤t¢� :©[¤°£�¤�±µ¿�Ù{Ú�á�ç�à¨ç�ÞEé�á®Þ�¹®­rªu«�¥p³´¢:£�¯|Ò

¹t½�ªu­rªu¦µ£�¤t¥u¶�ºv¦Ð»¼ W»(¹®­�ªu«t¥�ª[«®­rª�§t£&¤t£Wª"¢�£W¤Aªu­W¦¨¤'ª Ì £|¢:£�¤<ªu©u­r§t¦¨¢�ªu¦¨¤�¸4ªu :¥¬ª[¥ xi = 0
­r¤t§

xi = 1
£�¤]¥[£�¯� 

·t¦~ª
i
»�ã`«t ��O¥Z¿I¤<ªu­W¢:ª[¦¨¢���¢�­W¥[ rº Ì «� �©[ �ªu«t �©[ :¥¬ª[©[¦¨¢�ªu¦µ£�¤Í¦µ¥�£�¤Èß�����¹®­rªu«�¥&³�·� Yªu«t �¿i¢�£�¤�¥[¦¨¥Zªu :¤Aª
£�©�¤t£Wª{¶

¦¨¥s½t¥¬½®­W±¨±~¿° �­r¥[¦¨ :©sª[£]§t �­W± Ì ¦µª[«�º.­W¤t§� ���¹.£�¤t :¤<ªu¦Q­r±�±µ£ Ì  :©�·.£�½t¤t§�¥
£�¤�ªu«t �¥[¦�
�  S
¦µ¤�ª[«t¦¨¥s¢�­r¥[  Ì  �©¬ 

£�·�ªu­W¦¨¤� �§°²�£�©
T = o(n log n)

ÀmÁ�� º Â º Á=ÆrÃ ­W¥ Ì  �±µ±}­W¥`²�£�©�� R = o(n1/3/ log2/3 n)
ÀmÁ�� º Á! rÃ »

�E¤ ªu«t  ¤t£W¤IÒE¥Z¿I¤<ªu­W¢:ª[¦¨¢ ¢�­r¥[ Wº4ªu«t #"®©¬¥¬ª�¥¬½t¹� :©ZÒ ¹�£�±~¿v¤t£�¯�¦Q­W±Y±¨£ Ì  �©�·.£�½t¤�§t¥�£�¤ S Ì ¦~ªu« R =

o(n/(log n)3) Ì  :©[ �¹t©[£=¾W �§â¦¨¤ ÀmÁ�$yÃ ³�¦¨¯�¹t©[£=¾v¦¨¤�¸]½t¹.£�¤ ÀKÄIÁ�Ã ¶ Ø ªu«�¦¨¥ Ì ­W¥p²�½t©¬ª[«t �©p¦µ¯'¹�©[£=¾� :§�ªu£ R =

o(n/ log n)
¦¨¤ À~ÁWÁ:Ã »+ã`«� �¥[ �·.£�½t¤t§t¥�«t£W±¨§�­W±¨¥¬£&²�£�©

T = (1 + ε)n Ì ¦µª[« ε = o(1/ log n)
»

ã`«t %"®©[¥Zª+ ��I¹�£W¤t �¤<ªu¦¨­W±t±µ£ Ì  �©�·.£�½t¤�§�£W¤ S
²�£�©

T = (1+ε)n Ì ¦µª[«�­�³�¾� :©¬¿|¥¬¯]­r±¨±�·�½�ª�¢�£�¤�¥¬ª{­r¤Aª'&ü¶
ε > 0 Ì ­W¥+¹t©¬£y¾W �§C¦µ¤ À)(WÃ ³�ª[«t �¹t©[£v£W² Ì £�©¬ÏA¥"²�£�© ε = 0, 0178

¶�»�ÔI«t£�©Zªu±~¿�­r²Mªu :©�ªu«t¦µ¥ Ì ­W¥+¥[½t·t¥Zª{­W¤<ª[¦Q­W±µ±µ¿
¦¨¯�¹t©¬£y¾W �§ ¦¨¤ ÀmÁ�Ã ª[£

T = cn
²�£W©�­W¤Ë­W©[·t¦~ªu©[­W©¬¿¡¢�£�¤�¥¬ª{­r¤Aª

c > 0
³´¥¬ � �­W±µ¥[£ À*��Ã ²�£�©|¥¬£�¯' C²�½�©¬ªu«� �©

¦¨¯�¹t©¬£y¾W �¯� �¤<ªu¥�£W²�ªu«�¦¨¥`©[ :¥[½t±~ª7¶7»
�E¤�ªu«�¦¨¥�¹t­W¹� :© Ì  �¹t©¬£y¾W � ��I¹.£�¤t :¤Aª[¦Q­W±v±¨£ Ì  �©�·�£�½�¤t§t¥�£W¤�ªu«t "¥[¦�
�  S Ì «t :¤ R = εn

²�£�©(­s¢�£�¤t¥Zª{­W¤<ª
ε > 0

³´ã`«t :£�©[ :¯ ( » Á ·. �±¨£ Ì ¶7»+ã`«�¦¨¥�¦¨¯�¹t©[£=¾W �¥`ªu«t �±¨£ Ì  �©�·.£�½t¤t§t¥�£W² ÀÅÄvÁ º Á�$ º ÁWÁ:Ã ­W¤t§�¸�¦~¾� �¥s­�¤t  Ì
¹t©¬£I£W²`²�£W©�ª[«t C±¨£ Ì  �©&·.£�½t¤�§È£W² À)(WÃ ³M²�£�©�­�§�¦µå� �©[ :¤<ª�²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤ä¶�»#ã`«t °­W¯'­�
�¦µ¤t¸�¥[¦¨¯�¹t±µ¦¨¢�¦~ªE¿Ó£W²�£�½�©
¹t©¬£I£W²�¥�³�¯'£v§t½t±µ£p¥[£�¯� �Ïv¤�£ Ì ¤'§t � :¹C¢�£W¤t¥¬ª[©[½t¢�ªu¦¨£W¤t¥�£W²� ���¹t­W¤t§t :©�¸�©[­W¹t«t¥u¶�¦µ¤t§t¦µ¢�­rª[ �¥�ªu«®­�ª" ��I¹®­W¤t§t :©
¸�©[­W¹t«t¥C¢:£�½t±µ§Ñ·. �¸�£v£I§ ¢�­W¤t§�¦¨§®­rª[ �¥�ªu£È¢:£�¤t¥¬ª[©[½t¢�ªi«®­W©¬§�·�£v£�±µ �­W¤Ë²�½t¤t¢:ª[¦¨£�¤�¥'²�£�©�ªu¦µ¯' 7ÒE©[ :¥¬ª[©[¦¨¢�ªu :§
·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸�¹t©[£�¸W©u­W¯�¥�»

�T �¹t©¬£=¾� T£W½t©°±¨£ Ì  �©i·�£W½t¤t§t¥°²�£�©i×A½®­W§t©[­rªu¦µ¢�²�£�©[¯�¥ f(x) = xTAx
£=¾� :©

GF (2) Ì «� �©[  A¦¨¥�­W¤Ó­r§�Ê[­W¢� :¤t¢:¿�¯'­rªu©¬¦+��£W²(¹®­W©¬ª[¦¨¢:½t±Q­W©�Çs­W¯'­W¤A½�Ê[­W¤Í¸�©u­W¹�«t¥�»,� ªo¥¬«t£�½t±µ§#·. �¤t£Wª[ �§#ª[«®­rª�×A½®­W§t©[­rªu¦µ¢
²�£�©¬¯'¥�³�£=¾� �©�§t¦~åë :©[ :¤Aª-"t �±¨§�¥{¶ Ì  �©[ s½t¥¬ �§�¦¨¤|¯�£�¥¬ª�¹t­W¹� :©[¥�£�¤&ª[¦¨¯� �ÒE©¬ �¥Zªu©[¦µ¢:ª[ �§|·t©[­W¤t¢{«t¦µ¤t¸Y¹t©[£�¸W©u­W¯�¥�Ö
Ôv¿v±µ¾W �¥Zªu �©�­W¤t§¡¸� �¤t :©u­W±µ¦�
: �§/.®£�½t©[¦µ �©Y¯'­rªu©¬¦¨¢� :¥p¦¨¤ ÀKÂ º ( º ��Ã º0�
­r¤tÏW :±+¯'­rª[©[¦¨¢: �¥Y¦¨¤ ÀmÁ º ��Ã º� �ªu¢W»]ã`«t 
�O«t­W©[§t¤� �¥[¥1��£W²�ªu«t �©¬ �¥[½�±µªu¦µ¤t¸È²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥ Ì ­W¥�­W¢{«t¦¨ �¾� :§ ·<¿ ¥[¹. �¢:¦Q­W±�ß��32vé'�'�¬ßWàÐÙÍ¹t©¬£�¹� :©¬ª[¦¨ �¥i£W²�ªu«� 
½t¤t§� �©[±~¿v¦¨¤t¸�¯]­�ªu©[¦µ¢� :¥

A
Ö� �¾� :©¬¿�±Q­W©¬¸� p �¤�£�½t¸�«Í¥[½t·t¯'­rª[©[¦+�°¯&½t¥¬ªs«®­�¾W �±Q­r©[¸� p©[­W¤tÏä»�ã`«t �§t¦µå� �©¬ �¤�¢� 

£W²�£�½t©�¹t©[£v£W²�¦¨¥�ª[«®­rª Ì  �½t¥¬ �ª[«t iÙ{Ú�Û���àMá.ßWÞEÚ4�7à´ß���¹�©[£�¹. �©Zªu¦¨ :¥�£W²�ª[«t �½t¤t§t :©[±µ¿v¦µ¤t¸�¯]­rª[©[¦µ¢� �¥ A
Ö�ªu«t �¿

5 ìMí
ïG÷yò�ÿÅð¼ïÐòZû ö{ïÐñyûGò:ý:%yûÐö�í�ù ÷yðÅí FDByûÐó�F�û ö7ø`î76�ð¼ïÐ÷
ïG÷yò(ûÐò ByÿÅðÅù¬ö{ïÐðKó:í�í�ñyø %rò¬û R ö7ûÐò�ö7ÿüî´ó�ùZö�ÿKÿÅò¬ú�8 (1, +R) & %�ûÐö�í�ù ÷yðÅí F
ByûÐó�F:ûÐö�ø�îA, 9

Ä



¯&½t¥Zª°«®­�¾� �©¬ �±Q­�ªu¦µ¾W �±~¿Ë²�  Ì 1 � ¥i­W¤t§ ¥¬ª[¦¨±µ±�§t£ ¤�£Wª°«®­�¾� Ó±¨­W©[¸W �­W±µ±~Ò
0
¥[½t·�¯]­rª[©[¦µ¢� �¥:» ÔI½t¢{« ­W©[ rº�¦µ¤

¹®­W©Zªu¦µ¢�½t±¨­W©�º�­W§�Ê[­W¢: �¤t¢�¿i¯]­rª[©[¦µ¢� �¥�£W²�¸W£I£v§i ��I¹®­W¤t§� �©s¸�©u­W¹�«t¥�ºt¦µ¤t¢�±µ½t§t¦µ¤t¸&ªu«t �Çs­W¯'­W¤A½�Ê[­W¤°¸�©[­W¹t«t¥:»

� � �����������
	�	��
�������Ó���i�i�

� ¥[ �ª�£W²}¾� :¢:ªu£W©[¥
A ⊆ {0, 1}n ¦¨¥`­i³�·�£v£�±¨ �­W¤ä¶ �{é{Ù�ÞÐßWá 2��¨ép¦~²}ªu«t :©[ p¦¨¥�­&¹®­W©¬ª[¦µª[¦¨£�¤C£r² {1, . . . , n} ¦µ¤<ªu£ª Ì £Í§t¦µ¥�Ê¬£�¦µ¤<ªp¹®­W©Zªu¥ X1

­r¤t§
X2

£W²+ªu«� |¥u­W¯� |¥[¦�
�  ±1
³�¦Ð»¼ W»|­°¹®­r©¬ªu¦~ªu¦µ£�¤#¯&½�¥¬ª�·� |·t­W±Q­W¤�¢� �§®¶o­W¤t§

¥[½�·t¥[ �ªu¥
Ai ⊆ {0, 1}Xi

¥[½t¢{«�ªu«t­rª
A = A1 × A2

»pã`«®­rªp¦µ¥�ºëª[«t &¢{«®­r©u­W¢�ªu �©¬¦¨¥Zªu¦¨¢�²�½t¤t¢�ªu¦¨£W¤
fA

£r²
A³

fA(x) = 1
¦µå

x ∈ A
¶s¢�­W¤Ó·� 4©[ :¹t©[ :¥[ �¤<ª[ �§¡­W¥o­W¤ � æ��

fA = f1(X1) ∧ f2(X2)
£W²�ª Ì £C·.£I£W±¨ �­r¤

²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥o£�¤Óª[«t |¢�£�©¬©[ :¥[¹.£�¤t§t¦µ¤t¸°¥[ �ªu¥Y£W²�¾r­W©[¦¨­W·t±¨ :¥�»�ã`«t ���à��WÞ���£W²"­C©[ :¢:ª{­r¤t¸�±¨ 
A = A1 × A2

¦µ¥
min{|A1|, |A2|}
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  "t¤t Cªu«t  �{é{Ù�ÞÐßWá 2��¨é���à��WÞ��
w(f)

£r²
­Í·�£v£�±¨ �­W¤¡²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤
f
­r¥�ªu«t ]¯]­4�I¦µ¯]­W±

¹.£�¥[¥¬¦¨·t±µ  Ì ¦¨§�ª[«â£r²�­°©[ :¢:ªu­W¤t¸�±µ  A
¥¬½t¢{«¡ª[«®­rª

f(x) = 1
²�£�©Y­W±µ±

x ∈ A
³�¦¨¤Óªu«t¦µ¥p¢�­W¥¬  Ì  �­W±µ¥[£i¥u­�¿

ªu«t­rª`ªu«t Y©¬ �¢:ªu­W¤t¸�±µ p¦¨¥&Ù{Ú�á®ÞÐßWàMáëé��°¦µ¤
f
¶�»

�T Y¥[­=¿°ª[«®­rªs­|·.£I£�±µ �­W¤C²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤
f : {0, 1}n → {0, 1}

• ¦µ¥
�vé�á�ç=éY¦µ² |f−1(1)| ≥ 2n−o(n) Ø
• «t­W¥oç�Û�ß�����©¬ �¢:ªu­W¤t¸�±µ  Ì ¦¨§�ª[«i¦µ² w(f) ≤ 2n/2−δn ²�£W©`¥[£�¯� p¢�£�¤�¥¬ª{­r¤Aª δ > 0 Ø
• ¦µ¥,2vÚ=Ú��i¦~²�­W¤<¿°ª Ì £�¾� :¢:ªu£W©[¥s¦¨¤ f−1(1)

§t¦µå� �©`¦µ¤�­rª�±¨ �­W¥¬ª`ª Ì £'·�¦µªu¥:»
� �"!$#&%'!)( *,+.-/+10 é�Þ

f
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n 5 ß��7à´ß �'�¨é{ç�6�7�4 f
��ß�ç&ç�Û�ß����

�ué{Ù�Þ ßWá 2��¨é
��à��WÞ��'Þ��®é�á�Þ��®é��ué�à¨çoßCÙ{Ú�á�ç�ÞÐßWá®Þ
ε > 0

ç�Ý®Ù8�'Þ���ßWÞ�ßWá/9:�vé�ÞOé��7Û|àMá®à¨ç�Þ´àÐÙ��'�[ßWáëÙ8�vàMá 2sÜ��uÚ 2��¬ßWÛ
Ù{Ú�Û
Ü.ÝvÞGàMá 2

f
��àMÞ��iÞ��®é �uéEÜ��fàÐÙ[ßWÞ´àÐÚ�á�á®ÝIÛ���é��

R = εn
��ß�çoç�à~è�é

S = 2Ω(n) 6
�T |¹.£�¥Zªu¹.£�¤t &ªu«� �³´©[ :±Q­rª[¦µ¾W �±µ¿�¥¬¦¨¯�¹t±¨ �¶s¹t©¬£I£W²+£W²�ª[«t¦¨¥
ª[«t �£W©[ �¯ ªu£�ÔI :¢:ªu¦µ£�¤ � º}­W¤�§�ªu½t©¬¤�ª[£i¦µªu¥

­W¹t¹�±¨¦¨¢�­rªu¦µ£�¤t¥:»

; <C�i���+�}�:�4�>=?�Õ�7�A@ ="B �C	D	È�E���"�A���>�
	F�G�Õ�:�C�A@

ã�£¡­r¹t¹t±µ¿¡ã`«t :£�©[ :¯ Ä » Á Ì  i¤t � :§ ·�£v£�±¨ �­W¤È²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥
f : {0, 1}n → {0, 1} ²�£�© Ì «t¦µ¢{« w(f)

¦¨¥
¯&½t¢{«Í¥[¯'­W±¨±µ �©�ª[«®­W¤Íª[«t Yªu©[¦~¾v¦Q­W±�½t¹�¹� :©�·.£�½t¤t§

2n/2 »�Çs :¢�­W±µ±�ªu«®­rª w(f)
¦µ¥sª[«t 4¯'­4�I¦¨¯�½t¯Õ£=¾� :©|ß����

·®­W±¨­W¤t¢: �§â¹®­W©¬ª[¦µª[¦¨£�¤t¥:»|ã`«t¦¨¥�¸�¦~¾� �¥�­W¤¡­W§�¾W �©¬¥u­W©Z¿T­i±¨£rªp£W²�²�©¬ � :§t£�¯ ªu£� �¤I²�£�©[¢: '­ Ì ¦¨§� �©¬ �¢�ª{­W¤t¸W±¨ W»
�¡ o¯&½t¥Zª�ªu«� �©[ �²�£�©[ 
¢{«t£I£W¥[ 
ª[«t 
²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤

f
¥¬£�ªu«t­rª�¤t£|¹t­W©¬ª[¦µªu¦µ£�¤�¦¨¥�¥¬½t¦µªu­W·t±µ &³M²�£�©"ª[«t o­W§I¾� �©¬¥u­W©Z¿�¶�»

�¡ �§�  "®¤t �¥[½�¢{«Í²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥`½t¥¬¦¨¤t¸�¸�©[­W¹t«t¥:»
H� :ª

G = (V, E)
·. |­W¤Ó½t¤�§t¦¨©¬ �¢:ª[ �§�¸�©[­W¹t«�º�­r¤t§

A
¦µª[¥o­W§yÊ[­W¢� :¤t¢:¿#¯]­rª[©[¦ �ë»CI+¿

fG
Ì  |§� �¤t£Wª[ 

ªu«� �×A½®­r§t©u­rª[¦¨¢o²�£�©¬¯
fG(x) = xTAx

£=¾� �©
GF (2)

»�ã`«®­rªs¦¨¥:º

fG(x) =
∑

uv∈E

xuxv mod 2.

H� :ªs½t¥%"®©[¥Zªs¥[«t£ Ì ª[«®­rª�¥[½�¢{«Í²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤t¥s­W©[ p§� �¤t¥¬ W»
J
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fG

à¨ç��vé�á�ç=é�6
� �uÚ=Ú 4D6sã�­WÏW °­r¤È­W©¬·t¦µª[©u­W©Z¿� �§t¸� 

uv
£W²

G = (V, E)
­W¤t§È¢:£�¤t¥[¦µ§t �©�ªu«t '¦¨¤t§�½t¢� :§T¥[½�·t¸�©u­r¹t«

H
£r²

G
£�¤âªu«t �¾� :©¬ª[ ��¡¥[ �ª

V \ {u, v} »��Y¦~¾� :¤È­W¤¡­W¥[¥¬¦¨¸�¤�¯' :¤Aª
a ∈ {0, 1}V \{u,v} £W²�¢�£�¤�¥¬ª{­r¤Aª[¥4ª[£Íªu«� ¾� :©¬ª[¦¨¢� :¥o£W²

H
º.±µ :ª

pu(a)
­W¤t§

pv(a)
·. 4ª[«t �¹®­r©[¦µª[¦¨ :¥s£r²�·t¦µª[¥
­r¥[¥[¦µ¸�¤t :§#ªu£�ªu«t 4¤t �¦µ¸�«A·�£�©¬¥
£W²

u
­W¤t§

v
¦µ¤

H
»�ã`«t �¤

fG(a, xu, xv) = fH(a) ⊕ xuxv ⊕ pu(a)xu ⊕ pv(a)xv.
� ²

fH(a) = 1
ªu«� �¤#¥¬ :ª

xu = xv = 0
» � ²

fH(a) = 0
­W¤�§

pu(a) = pv(a)
ªu«t :¤#¥¬ :ª

xu = xv = 1
» � ²

fH(a) = 0
­W¤t§

pu(a) 6= pv(a) Ì ¦µª[«�º�¥[­�¿�º pu(a) = 1
ªu«t :¤�¥[ �ª

xu = 1
­W¤t§

xv = 0
»%� ª�¦¨¥s �­W¥Z¿iªu£

¥[ : &ªu«®­�ªo¦¨¤�­W±¨±�ªu«�©[ � �¢�­W¥¬ �¥oªu«� &©[ :¥[½t±~ªu¦¨¤�¸C­W¥¬¥[¦¨¸W¤t¯' :¤<ª Ì ¦¨±µ±}·� |­r¢�¢� :¹�ªu :§�·A¿ fG

»��� �¤�¢� Wº�­rªo±µ �­W¥Zª
£�¤t � ��vª[ �¤t¥¬¦¨£�¤È£r²4é 5 é�� 9�­W¥[¥¬¦¨¸�¤�¯' :¤Aª a ∈ {0, 1}V \{u,v} Ì ¦µ±¨±(·. '­W¢�¢: �¹�ª[ �§ ·<¿

fG

º�¦¨¯�¹t±µ¿v¦µ¤t¸Cªu«®­�ª
|f−1

G (1)| ≥ 2n−2 »
� ¯�£�©¬ +¦µ¤<ªu �©¬ �¥Zªu¦¨¤�¸�²´­W¢�ª�¦µ¥}ª[«®­rª�×A½®­W§t©[­rªu¦µ¢�²�£W©[¯�¥�£r²®¥[£�¯� +¸�©u­W¹�«t¥�«t­=¾W �¥¬¯]­W±µ±<©[ :¢:ª{­r¤t¸�±¨  Ì ¦µ§�ªu«�»
Ô�­�¿'ª[«®­rª�­4¸�©u­W¹�«C¦¨¥

s
ÒuÛ|à��Ié��'¦µ²} �¾� :©¬¿C¹t­W¦¨©+£W²}§t¦µ¥�Ê¬£�¦µ¤Aª�¥[ �ªu¥�£W²

s
¾W �©¬ª[¦¨¢: �¥�¦µ¥}Ê¬£�¦µ¤t �§C·<¿]­rª�±µ �­W¥Zª

£�¤t 4 �§t¸W Wºëª[«®­rª�¦¨¥�ºäªu«� &¢�£�¯�¹t±µ �¯� �¤<ª
£r²(ªu«t �¸�©u­W¹�«#¢�£W¤Aªu­W¦¨¤�¥
¤t£C¢:£�¹t¦µ �¥
£r²
Ks,s Ø ªu«t &¥¬¯]­r±¨±¨ :© s

¦¨¥�º
ªu«� C¯'£W©[ �¦¨¥4ª[«t C¸�©[­W¹t«È¯�¦+�I :§�»�ã`«t ]²�£W±¨±¨£ Ì ¦µ¤t¸i±¨ �¯�¯'­È³´¦µ¤t¥[¹�¦¨©[ :§T·<¿Tª[«t ]¹t­W¹� :©&£W²,��­=¿W �¥ À3 rÃ ¶
¥u­�¿v¥Yªu«®­rªo¦µ²�ªu«t �¸�©[­W¹t«

G
«t­W¥p¢�£�¤�¥¬ª{­r¤Aª�§t :¸�©[ : �­W¤t§�¦¨¥p¥Zªu¦¨±µ±�¯�¦+�I �§Ó :¤t£�½t¸W«�º�ªu«t :¤

fG

«®­r¥p¥[¯'­W±¨±
©[ :¢:ªu­W¤t¸�±µ  Ì ¦¨§�ª[«�»
� ! ( (����,+ * + 0 é�Þ

G
��éâßWá

n � 5 é��7ÞEé�� 2��¬ß�Ü/� Ú 4�Û�ß���àMÛ|ÝIÛ �vé 2��ué{é
d
6 7�4

G
à¨ç

s �
Û|à��Ié�� Þ��®é�á

w(fG) ≤ 2n/2−δn+1 ���®é��ué δ = 1
8d

(

1 − 2s
n

) 6
� �uÚ=Ú 4D6
H� :ª

g(X) = g1(X1) ∧ g2(X2)
·. �­W¤�­W©¬·t¦µª[©u­W©Z¿C©¬ �¢:ªu­W¤t¸�±µ Y¢�£�¤<ª{­r¦¨¤t :§Í¦µ¤

fG Ø «t �¤�¢�  n/2 ≤
|Xi| ≤ n/2 + 1

²�£W©�·�£rªu«
i = 1, 2

»�Ç� �¢�­W±¨±äªu«®­�ª�¾r­W©[¦¨­W·t±¨ :¥�¦µ¤
X
¢�£�©¬©[ :¥[¹.£�¤t§Cªu£&¾W �©Zªu¦¨¢: �¥`£W²

G
ºt­r¤t§

¢�£W¤t¥¬ª[©[½t¢�ªo­W¤�¦¨¤�§t½t¢� :§#¯'­rªu¢{«�¦¨¤t¸
M = {x1y1, . . . , xmym}

²�©[£W¯
X1

ªu£
X2

·<¿°©¬ �¹. �­rª[ �§t±~¿°ª{­WÏA¦¨¤�¸
­W¤� �§�¸� 

xy ∈ E Ì ¦µª[« x ∈ X1

­W¤�§
y ∈ X2

­W¤t§�©¬ �¯�£y¾v¦µ¤t¸i¦µªoª[£�¸� :ª[«t �© Ì ¦~ªu«â­W±µ±�¦µª[¥p¤t �¦µ¸�«A·�£W©[¥�»
ÔI¦µ¤t¢� °ªu«� Í¸�©[­W¹t«

G
¦¨¥

s
ÒE¯�¦+�I :§ ­r¤t§ ·.£Wª[« ¹®­r©¬ªu¥

X1

­W¤�§
X2

«t­=¾W �­rª�±µ �­W¥Zª
n/2

¾� :©¬ª[¦¨¢� :¥�º�ª[«t 
¹t©¬£I¢: �§t½t©¬  Ì ¦¨±¨±ë©[½t¤�­W¥�±¨£W¤t¸�­W¥ n/2 − 2dm ≥ s

» �s �¤t¢: Wº
m ≥ (n/2 − s)/(2d) = 2δn

»
�T |¤�£ Ì ¥[ �ªpªu£

0
­W±µ±�¾r­W©¬¦Q­W·t±µ �¥�¢�£�©¬©[ �¥¬¹�£W¤t§t¦¨¤�¸iª[£C¾� :©¬ªu¦µ¢� :¥�£W½�ªu¥¬¦¨§t �ª[«t |¯'­rªu¢{«t¦µ¤t¸

M
»|ÔI¦¨¤t¢: 

M
¦¨¥p­r¤ àMá2�WÝäÙ{é���¥[½�·t¸�©u­r¹t«�£W²

G
º�ªu«t |£�·Iª{­W¦µ¤t �§ ³M²�©[£�¯

fG

¶s²�½�¤t¢:ª[¦¨£�¤Ó¦µ¥�Ê¬½t¥Zªpªu«t |¦µ¤t¤t �©
¹t©[£v§t½t¢�ª
²�½t¤t¢�ªu¦µ£�¤

fM(x1, . . . , xm, y1, . . . , ym) =
m
∑

i=1

xiyi mod 2.

	Í£�©¬ �£=¾� :©�º�ª[«t o£�·Iª{­W¦µ¤t �§�³�²�©[£W¯
g
¶(²�½t¤t¢�ªu¦¨£W¤

g′(X ′) = g′
1(X

′
1)∧ g′

2(X
′
2)
¦µ¥�­4©¬ �¢�ª{­W¤t¸W±¨ |³�£�¤ |X ′| =

2m
¾r­W©[¦¨­W·t±¨ :¥{¶ Ì ¦~ªu« X ′

1 = {x1, . . . , xm}
­W¤t§

X ′
2 = {y1, . . . , ym}

ºo­r¤t§ ¦µ¥°¢�£�¤<ªu­W¦¨¤t :§ ¦µ¤
fM³´·. �¢�­W½t¥¬ 

g(X) Ì ­W¥�¢�£�¤<ªu­W¦¨¤t :§Í¦µ¤ fG

¶�» H}¦µ¤t§t¥¬ :¿ � ¥�H� �¯�¯]­�³´¥¬ � rº� r»K¸t» À $=Ã ¶`¦¨¯�¹t±¨¦µ �¥�ª[«®­rª�²�£�©� :¾W �©Z¿ª Ì £'¥¬½t·t¥[ �ªu¥ A, B
£W² {0, 1}m º

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

a∈A,b∈B

(−1)fM (a,b)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2m/2
√

|A| · |B|.

(



�E¤Ó¹®­W©Zªu¦µ¢�½t±¨­W©�º
fM

¢�­W¤Ó·. �¢:£�¤t¥¬ªu­W¤<ªp£�¤
A × B

£�¤t±~¿i¦µ² |A| · |B| ≤ 2m »��� :¤t¢� rº�ªu«t 4©[ :¢:ª{­r¤t¸�±¨  g′

¢�­r¤t¤t£Wª�«®­�¾�  Ì ¦µ§�ªu«'±Q­W©¬¸� �©�ªu«®­r¤ 2m/2 »+ÔI¦¨¤�¢� o­�ª�¯�£�¥¬ª |Xi| −m ≤ n/2+1−m
¾W­r©[¦Q­r·t±¨ :¥+¦µ¤] �­W¢{«

·t±µ£I¢{Ïi£W²(ª[«t �¹t­W©¬ª[¦µªu¦µ£�¤
X = X1 ∪ X2

Ì  �©¬ &¥[ �ª
ªu£ 0
º.ªu«t 4£�©[¦µ¸�¦¨¤®­r±�©[ :¢:ª{­r¤t¸�±¨ 4¢�­W¤#«®­�¾�  Ì ¦µ§�ªu«#­rª

¯�£�¥¬ª
2m/2 · 2n/2+1−m = 2n/2+1−m/2 ≤ 2n/2−δn+1 »

� ¢�¢:£�©[§t¦µ¤t¸iªu£ H} :¯'¯'­ J » Ä Ì  ]¤� � �§¡ ��I¹t±µ¦¨¢�¦~ªp¢�£W¤t¥¬ªu­W¤<ª¬ÒE§� �¸�©¬ � ]¸W©u­W¹t«�¥ Ì ¦~ªu«â¸�£v£I§� ��I¹®­r¤t¥[¦µ£�¤
¹t©¬£�¹� :©¬ª[¦¨ �¥:»-.®£�©�ªu«t¦µ¥�¹t½t©¬¹�£W¥[  Ì  
ªu­WÏW 
Ç�­W¯'­W¤A½�Ê[­W¤'¸�©u­r¹t«t¥�ºI¦Ð»¼ W» (q +1)

ÒE©¬ �¸�½t±¨­W©�¸�©u­r¹t«t¥ Ì ¦~ªu«]ª[«t 
¹t©¬£�¹� :©¬ªE¿°ª[«®­rª |λ| ≤ 2

√
q
²�£W©s �¾� :©¬¿i¤t£�¤<ª[©[¦µ¾v¦¨­W±�³´¦G»K r» 6= ±(q + 1)

¶� :¦¨¸� :¤A¾r­W±µ½t p£W²�ªu«t :¦¨©s­W§�Ê[­r¢� �¤�¢:¿
¯'­rªu©¬¦+��º�ªu«�¦¨¥�¦µ¥|­W±µ¯'£�¥Zª�£W¹�ªu¦µ¯]­W±�·. �¢�­W½t¥[ 

λ ≥ 2
√

q − o(1)
²�£�©�­W¤<¿

(q + 1)
ÒE©¬ �¸�½�±Q­W©�¸�©u­r¹t« ÀÅÄyÃ »

Î �I¹t±¨¦µ¢�¦µª"¢�£W¤t¥¬ª[©[½t¢�ªu¦¨£W¤t¥�£W²�Çs­W¯'­W¤A½�Ê[­W¤]¸W©u­W¹t«�¥�£�¤
n
¾W �©Zªu¦¨¢: �¥�²�£W©� :¾W �©Z¿C¹t©¬¦¨¯� 

q ≡ 1 mod 4
³G­W¤t§

¦¨¤ "®¤t¦µª[ �±~¿T¯'­W¤<¿¡¾r­W±µ½t �¥|£r²
n
¶ Ì  :©[ i¸�¦µ¾W �¤ ¦¨¤ ÀmÁ J º ÁyÄ�Ã Ø ªu«t :¥[  Ì  �©[ i±¨­rªu :©& ��vªu :¤t§t :§ ªu£Óª[«t °¢�­W¥¬ 

Ì «t :©[  q
¦¨¥�­W¤Í­W©¬·t¦µª[©u­W©Z¿]¹t©¬¦¨¯� o¹.£ Ì  �©s¦¨¤ ÀmÁ!( º ��Ã »

ã`«t `¥[£�ÒE¢�­r±¨±¨ :§|Î �I¹®­W¤t§t :© 	Í¦+�I¦µ¤t¸ H� �¯�¯]­�³´¥¬ � WºA r»K¸t»~º���£�©¬£�±¨±¨­W©¬¿ � » Ä » � ¦¨¤ À J Ã ¶�¥Zª{­rª[ �¥(ª[«®­rª�¦~²
G
¦µ¥

­
d
ÒE©¬ �¸�½�±Q­W©�¸�©u­W¹�«|£�¤

n
¾� :©¬ªu¦µ¢� :¥�­W¤t§

λ
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(
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R
¢�­W¤t¤t£rª4 ��I¢� � :§

T − n
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log2 S ≥ log2 |f−1(1)| − n

2
− log2 w(f) − R log2

2en

R
− 3.

ã`«t �£W©[ �¯ Ä » Á ¦¨¥4­#§t¦µ©[ �¢�ª&¢:£�¤t¥[ :×A½t �¤t¢: i£W²`ªu«t¦µ¥4²´­W¢�ª�Ö�¦µ²
w(f) ≤ 2n/2−δn ²�£�©4¥[£�¯� ]¢:£�¤t¥¬ªu­W¤<ª

δ > 0
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 �­W¢{«�£W²�ªu«� &¹®­rª[«t¥
comp(x)

¦µ¤<ªu£]ª Ì £i¹®­W©¬ª[¥ comp(x) =

(px, qx)
Ì «t :©[  px

¦µ¥�­r¤#¦¨¤�¦µªu¦¨­W±�¥¬ �¸�¯� �¤<ª�£W²
comp(x)
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§�¦µå� �©[ :¤<ª
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¢�­W¤iªu :¥¬ª�­rª�¯�£�¥¬ª
n/2 + R + 1

§�¦µå� �©[ :¤<ª�·t¦µª[¥�»
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¥�£W²�¢�£W©[©[ :¥[¹.£�¤t§t¦µ¤t¸4¾r­W©¬¦Q­W·�±¨ �¥
£�©�ª[«t �¦µ©�¤t �¸�­rªu¦µ£�¤t¥�»�ã`«�¦¨¥ Ì ­=¿ Ì  �£�·�ªu­W¦¨¤]ª[«®­rª f

¢�­W¤i·�  Ì ©[¦~ª[ª[ �¤i­W¥s­W¤ � Ç £W²�­rª�¯�£�¥¬ª
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£W²��oæ .ä¥�¥¬½t¢{«Íª[«®­rª
³´¦M¶ � ±¨±ë¯�£�¤t£W¯'¥"«®­�¾� Y±¨ :¤t¸Wªu«i­�ª`¯'£W¥¬ª

k = n/2 + R + 1
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n/2
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p
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Di

­r¢�¢� :¹�ªu¥�­�ª�±¨ �­W¥¬ª�­
2−k ²�©u­W¢�ªu¦µ£�¤]£W²�­r±¨± 2n ¾� �¢�ªu£�©¬¥�­W¤t§�ºI·<¿Ó³�¦¨¦M¶7ºA¤t£
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æ .®¥
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­W¤t§
D2

¢�­W¤i«®­�¾� 4­rª�¯�£�¥¬ª
2k ¯�£�¤t£�¯�¥�»

.�¦+�Í¤t£ Ì £�¤t  � æ��
g = D1 ∧ D2

²�£�© Ì «t¦¨¢{«�ª[«t &¥[ �ª B = g−1(1)
¦µ¥�ªu«� &±Q­W©¬¸� �¥Zª
£W¤t  Ø «t :¤t¢� rº

S ≥ |f−1(1)|/|B| »`ã�£�"®¤t¦µ¥[«#ª[«t �¹t©[£v£W²�£W²�ªu«t Yªu«t :£�©[ :¯Íº.¦µªs¦µ¥� :¤t£�½t¸�«Íªu£]¥¬«t£ Ì ªu«®­�ª
B
¢�£�¤<ª{­r¦¨¤t¥

­|©[ :¢:ª{­r¤t¸�±¨ p£r² Ì ¦¨§Iªu«¡³´©¬ �¢�­r±¨±ëª[«®­rª k = n/2 + R + 1
¶

w ≥ 1
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· |B|
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(
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.®£�©` :¾W �©Z¿
a ∈ B

ªu«� �©[ �­W©¬ Y¯'£�¤�£�¯'¥
pi ∈ Di

¥¬½t¢{«Íª[«®­rª
p1p2(a) = 1

»�ã`«t ]³´¹.£Wªu :¤Aª[¦Q­W±Q¶+¹t©¬£�·t±µ �¯�º
«t£ Ì  :¾� :©�ºo¦µ¥]ªu«t­rªC²�£�©C§�¦µå� �©[ :¤<ªC¾� :¢:ªu£W©[¥ a

ª[«t �¢:£�©[©¬ �¥[¹.£�¤t§�¦¨¤t¸ ¯�£�¤t£�¯�¥
p1

­W¤�§
p2

¯]­�¿ ¥[«®­W©¬ 
�Wà �oé��ué�á®Þp¾W­r©[¦Q­r·t±¨ :¥�¦µ¤T¢:£�¯'¯�£�¤�»�ã`«t¦µ¥�¯'­=¿�¹�©[£�«t¦µ·t¦µª�ªu«� �¦¨©�¢�£W¯&·t¦¨¤t­rªu¦µ£�¤¡¦µ¤<ªu£�­Í©[ �¢�ª{­W¤�¸�±¨ r»Íã�£
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£r² |Y | ≤ R

¾r­W©¬¦Q­W·�±¨ �¥o²�£W©
Ì «t¦µ¢{«�ª[«t Y¥[ :ª

A = {a ∈ B : ∃pi ∈ Di : p1p2(a) = 1
­W¤t§

X(p1) ∩ X(p2) = Y }
¦¨¥�ª[«t Y±Q­W©¬¸� �¥Zª�£�¤t r» �s �¤t¢: Wº
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a ∈ A

¦µ¥s­W¤# ��Iª[ �¤t¥¬¦¨£�¤#£W²(¥¬£�¯' �¯�£�¤t£�¯
p ∈ D1

ºä¦Ð»¼ W»
pq(a) = 1

²�£�©�¥[£W¯' 
p ∈ D1

­r¤t§
q ∈ D2

Ì ¦µª[« X(p) ∩ X(q) = Y
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Ôv¦¨¤t¢: 4ªu«� �¯�£�¤t£�¯�¥�£W²
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­r©[ �¯�½�ªu½®­r±¨±µ¿]¦¨¤t¢:£�¤t¥¬¦¨¥¬ª[ �¤<ª�º�¤t£'ª Ì £
£W²�ªu«t :¯ ¢�­r¤Í«®­�¾W �­|¢�£W¯'¯�£�¤° ��vª[ �¤t¥¬¦¨£�¤�» �� :¤t¢� rºtªu«t Y¥¬ :ªu¥

 ��vª
A(p) = {a ∈ A : ∃q ∈ D2 : pq(a) = 1

­W¤�§
X(p) ∩ X(q) = Y }
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²�£�©[¯ ­Ó¹®­W©Zªu¦µª[¦¨£�¤T£W²
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·t±¨£v¢{ÏA¥�» Ôv¦¨¤t¢: Cªu«t i­�¾� :©u­W¸W �¥¬¦�
: °£W²�­�·�±¨£v¢{Ï¡¦µ¥
|A|/|D1| ≥ |A|/2k º�­rª
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²�©u­W¢�ªu¦¨£W¤�£W²+­W±µ±�¾W �¢:ª[£�©[¥p£r²
A
¯&½t¥Zªo·. �±¨£W¤t¸]ªu£]·t±¨£v¢{ÏA¥o£W²�¥[¦�
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3
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ºt¦¨¯�¹t±µ¿v¦µ¤t¸�ªu«t­rª
A1 ∩ A2 6= ∅ ».�¦+�C­&¾� :¢:ªu£W©

a ∈ A1 ∩ A2
­W¤t§i±¨ �ª

p1 ∈ D1
­W¤t§

p2 ∈ D2
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|A|/2k ­W¤t§ X(p1) ∩ X(p2) = Y
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