
����� ������	 
���
 ���� �������� ��� ����� �������
�
������	 ��� ��		 ��	 ���

������� ��� !"#1 $�%&�' ( &)� &�* &%+ #1 ��� � ,�������� $ -��"2

1 ./012131 456 789:69120;89 ./4:6< =12> ? @/2A96021B1 C3 D5E 9;> ? F96< =/G
2 ./0121319 :4 H:<I3196 J;29/;9 ? @/2A96021G :4 K6:; L=M ? N:O=/P

QRSTUVWT
XY Z[\Y]^Z_`^Y ^abcd`e^f gefd^b_e`dhZg deb^bgbi] j g`iiYk ghY`^ ]Y[]Z^Z\Y deb^b gbi] j

ahZgh _l`e`[^YY ^h`^ Zm b[Y d`e^f ghY`^] ^hY[ ^hY b^hYe h`] _bbk debn`nZiZ^f bm kY^Yg^Z[_
^hY o Z]^el]^mli d`e^fp XY _Z\Y ql`[^lo deb^b gbi] mbe ^ab n`]Zg gefd^b_e`dhZg deZo Z^Z\Y] r
nZ^ gboo Z^o Y[^ `[k b[Ycbl^cbmc^ab bniZ\Zbl] ^e`[]mYe s(

2

1

)ctu v j `[k deb\Y ^h`^ ^hYf `eY
ghY`^ ]Y[]Z^Z\Y p wbe ^hY ql`[^lo nZ^ gboo Z^o Y[^ ]ghYo Y aY ]hba ^h`^ Zm ` ghY`^Z[_ _Z\Y]
ε
`k\`[^`_Y Z pY p Z[mbeo`^Zb[ `nbl^ ^hY gboo Z^^Yk nZ^ ^hY[ ^hY gboo Z^^Ye g`[ kY^Yg^ ^hY

ghY`^Z[_ a Z^h ` debn`nZiZ^f
Ω(ε2) x ym ^hY gboo Z^^Ye ghY`^] ^efZ[_ ^b gh`[_Y hZ] o Z[k

kleZ[_ ^hY eY\Y`iZ[_ dh`]Y ^hY[ ^hY debn`nZiZ^f bm kY^Yg^Z[_ ^hY ghY`^Z[_ Z] _eY`^Ye ^h`[
]bo Y z{Yk gb[]^`[^

λ > 0
p uhZ] Zodeb\Y] ^hY debn`nZiZ^ZY] bm ghY`^Z[_ kY^Yg^Zb[] ]hba[

nf |`ekf `[k }Y[^ ~�hf] p�Y\ p�Y^^ p���� j `] aYii `] ^hY ]ghYo Y nf �h`eb[b\ Y^ `i p ~�ebg p
�ut� ���� ahb deY]Y[^Yk ` deb^b gbi ^h`^ Z] ]Y[]Z^Z\Y `_`Z[]^ ghY`^Z[_ nf b[Y d`e^fj nl^ [b^
nb^h d`e^ZY] `^ ^hY ]`o Y ^Zo Y p tle ghY`^ ]Y[]Z^Z\Y ql`[^lo (

2

1

)ctu deb^b gbi _l`e`[^YY]
^h`^ Zm ghY`^Z[_ _Z\Y] `[f o Z]^el]^ml i d`e^f

ε
`k\`[^`_Y ^hY[ ^hY b^hYe d`e^f g`[ kY^Yg^

^hY ghY`^Z[_ a Z^h ` debn`nZiZ^f
Ω(ε2)

p
uhY hY`e^ bm ^hY nb^h ghY`^c]Y[]Z^Z\Y deb^b gbi] Z] ` aY`�Y[Yk \Ye]Zb[ bm ql`[^lo

(
2

1

)ctu ahZgh aY g`ii ������ ����� ql`[^lo (
2

1

)ctu p y[ ^hZ] \Ye]Zb[ j ]Zo Zi`eif `] Z[ ^hY
]^`[k`ek kYz[Z^Zb[ j � iZgY h`] Z[Z^Z`iif ]YgeY^ n Z^]

a0, a1

`[k �bn h`] ` ]YgeY^ ]YiYg^Zb[
nZ^

i
`[k Zm nb^h d`e^ZY] `eY hb[Y]^ ^hYf ]bi\Y ^hY (

2

1

)ctu debniYo mliz iiZ[_ ^hY ]^`[k`ek
]YgleZ^f eYqlZeYoY[^] p |baY\Ye j Zm � iZgY Z] kZ]hb[Y]^ `[k ]hY _`Z[ ] ]bo Y Z[mbeo `^Zb[
`nbl^ ^hY ]YgeY^ ]YiYg^Zb[ nZ^ ^hY[ ^hY debn`nZiZ^f ^h`^ �bn gbodl^Y] ^hY gbeeYg^ \`ilY Z]
debdbe^Zb[`iif ]o `ii p � beYb\Ye j Zm �bn Z] kZ]hb[Y]^ `[k hY iY`e[] ]boY^hZ[_ `nbl^ nb^h
nZ^] j ^hY[ hY Z] [b^ `niY ^b _`Z[ mlii Z[mbeo `^Zb[ `nbl^ b[Y bm ^hYo p

�

Electronic Colloquium on Computational Complexity, Revision 1 of Report No. 85 (2006)

ISSN 1433-8092




� ����� � ���	��


� �
� ��� � 
�� ��� �������� ��� ��� � 
�� � �
�
b

�� � �
�� 
� ���� � ��� ���� � �
�� ������
����
�� �
� �� 
� ��� ��
�� �������
� �����! �� ���

b "��
�� ��
� ����� ��" ����� �� # �� ���
��$���
�� �
� � # ��� ������ ������ �
� � 
�" % 
� 
� ���� &���� ���� �����"
�
������ ������
�
� ��� � 
�� ��� 
� 
� � ���
� �� �$�� ���� ��� ����
�� ��� '������ ��� ���
���
�� ����� ����
�(�) # ��*! % +��� # ���� �,��� ��� � ���  � ����" �� ����� �� ��
�� ��� � ���&���" �����
��
����� ��
��� %
� � ���& $��
��� � '������ �
� ��� � 
�� ��� # 
����"���" 
�"�� ��"����� �� �������$ �� �� % (-*
��" .��"� ��" /��� (0* # ��� ����� ��� �����" ��������� ���� 
 ��� ����� ������ ���� ��� �����
��� ���" ������
�
�� � "�����
�� ��� � 
������ � � �����% 1� ��&
�� � ��� ����
����# �� ��'�
��
���� 
 ��� ������� �
� � 
�" "��
�� ��� ��$���
�� ����� ���� ��
�� "������ ��� �����
�� � 
��
� � ��
�
$� ������
�
�� ��� ���� �� 
� ���� ���� 2345346! ��" 
 � �
�� ������ 
� ��� ��
�� �� ��� ���
��� � 
���" �
� � � ��� ��� ��$���
�� �
� � ���� ��� "
���$��� ��� ���&��� � 
� ��� ��
�� � 
��
� ��
�
$� ������
�
�� �789:346 ���� ���� ! %
� (0* .��"� ��" /��� �
$� �������� ���� 
� �
������������ ����
�� ��" �
�"
�� ��" ���$�
���� 
 � �
�� ���� ! ���� � �������� �
$ 
��

ε > 0
�"$������ ���� ��� ���
�� # ���� %! ��� "�����

��� �����
�� � 
�� � ������
�
�� ���
���� ������� ����
0 % +�� ������� "� ��� �����;� # ����$�� #

��� '����
���
$� "�� ��"���� � ��� ������
�
�� ��
ε % 
� (-* �������$ �� �� % ������� � �
� 
���

�������� �� ���� ���� ���" 
� (0* ���� ���� � ��� "�� ��
�
�� ����� �
���� � �
�� �� ��� ����������
��� ����� ����� ��" ��! ���� ��
�� ��&� ��� �� ��$���

b
��" ��� 
�<������ ��� $���� � 
��

�"$������
ε

���� ��� "������ ��� �����
�� � 
�� ������
�
��
Ω(ε2)

��" �-! ���� ��� ����������
� �
�� �� ������ ��� "�� ��
�
�� '��
� ��" ��
�� ���"
���

b
�
�� �"$������

ε
���� ��� "������

��� �����
�� � 
�� ������
�
��
Ω(ε2) % +��� ��� ����� ��� 
� �
���� �
�"
�� �� ����
�� # ��� ���

�
������������ � ��� ���� ������� ����� ��� ���� ��� ����� ��� � '������ �
� ������ ! % �������$
�� �� % �� � �� �� ������� �
���������� �
�"
�� ��" ����
�� ��� � � ���
�$�" %
� ��� ��� �� �� �
$� ��� =��� # �� �� ��� &��� ��"�� # >� ? ����� � ���� 
� �
������������
�
�"
�� ��" ����
�� ���� ���� 
 � �
�� @� �����
�� �
$��

ε
�"$������ ���� ��� ��� "����� ���

�����
�� � 
�� � ������
�
�� ��
�� 
�
Ω(ε2) % 
 ��� ������ ������� ! ���� � �
�� @� ������
�
��

� "�����
�� ��� �����
�� 
� ������� ���� ��� � =A�" ��������
λ > 0

# 
 %� % ���� ��� "��
"�� ��
��� ��� $����

b
��

0
�� ��

1
��" 
� ��� ��$���
�� �
� � ����� �� ������ �
� � 
�" ����  �� ���

�������� ��� ���� ��� ������
�
�� ���� � �
�� "������ ��
� �����& 
� ������� ����
λ %
� ��� ���B���B� B��� ���
$ 
��� ����� �� ������� �(2

1

)BC+ #  �� �����! � �
�� ��� 
� 
�
���� ���
������ �
��

a0, a1
��" ��� ��� � ������ ������
�� �
�

i % +�� �
� � � (2
1

)BC+ ����� ��� 
� "
�����
��
��� �������" �
�

ai
�� ��� # 
� ���� � ��� ���� ��� ��
�� ��  ������ 
� ��� ��
�� �� ��� ���

����� �
� ��" ��
�� ������ ����
�� �� ��� % +�� ������� ��� � ��� ���� ���" �� D$�� �� �� % (E* # ��
� �������
;��
�� � F��
� @� ���
��  �� ���
$ 
��� ����� �� (�-* % C��
$ 
��� ����� �� 
� � ��
� 
�
$�
� ������� 
� �������� ����
������� 
� ������ ���B����� ��" ����
B����� ��� �����
��� % 
� 
�
���� &���� �(G # H*! ���� (2

1

)BC+ ��� � � ���" �� � ���
� ��� � ����� �� ��������� ����� ����
���$
�� � ��� ����
��
����" ���&� � ������ ��� �����
��� ���� �� ���B����� ���
$
��� �
���
�
�$�����
�� % 1�$���� ������ C+ ��������� ��� � ��� ���� ���" 
� ��� �
�������� (I # J # K* ����$�� #
�$�� 
� '������ ����" # ����� �A 
��� �� �����"
�
������ ������ ��������  �� (

2
1

)BC+ ���� � %� %(��*! % 
� ��� ��� �� �� ��������� �� (2
1

)BC+ ����� � ���� ���� 
 ��� ����� ������ ���� ���
����� ��� ���" ������
�
�� � "�����
�� ��� ������� %
+�� ���� � ��� � ��� �����B����
�
$� ����� ���� 
� � $���
�� � '������ (2

1

)BC+ ��
�� �� ����
7L7M8N O32:8 '������ (

2
1

)BC+ % 1
� 
����� �� 
� ��� ����"��" "�=�
�
�� # 
� � �������
� �� (
2
1

)B
C+ �������� � �
�� ��� 
� 
�
���� ������ �
��

a0, a1
��" ��� ��� � ������ ������
�� �
�

i
��" 
 

-



���� ����
�� ��� ������ � ���� ���$� ��� (2
1

)BC+ �������  ��= ��
�� ��� ����"��" ��'�
��� ���� %
.���$�� 
 � �
�� 
� "
������� ��" ��� ��
�� ��� � 
� ��� ��
�� �� ��� ��� ������ ������
�� �
� ����
��� ������
�
�� ���� ��� ��� ����� ��� ������� $���� 
� ���� ���
������ "�������" % � ����$�� #

 ��� 
� "
������� �� ��� ����� �� ��� � ��� �
�� # ��� 
 �� "� �� �� ���� �� 
� ��� ���� �� ��
�
 ��� 
� ��� ��
�� �� ��� ��� � ���� %
� ��� ��� �� �� ������� � �������
� �� (

2
1

)BC+ ����� ��� ��
�� # �� ��&
�� 
� ��� ���� �����
��
"�=�
�
��� � 
�� � � �
$�� 
� 1���
�� I! #  � �= ��� ���  ����� 
�� ���� ���
�� %

• 
 � ��� � �
�� ��$
�� 
�
�
���� �
��
a0, a1

��" ��� ��$
�� �
�
i

��� ������ ���� ��� ������
��� �������" �
�

ai
# ��� �� ��
�� ��  ������ 
� ��� ��
�� �� ��� ��� ����� �
� ��" � �
��

������ ����
�� %
• 
 ��� 
� ������ ��" ��� � �
�

i
��" ��
�� ������

i
�
�� �"$������

ε
����  �� ���

a0, a1 ∈ {0, 1} ��� ������
�
�� ���� ��� ��� ����� ��� ������� $����
ai

# ���� ��� ����� ���
��� ������ # 
� �� � ���

1 − Ω(ε2) %
• 
 � �
�� 
� ������ ��" ��� �
��

a0, a1
����  �� �$���

i ∈ {0, 1} 
� 
� ���� ���� 
 ��� ���
���"
�� ��� $����

a1−i
�
�� �"$������

ε
���� ��� ������
�
�� ���� ��� ������ ���������

ai

� �� � ���

1 − Ω(ε2) %
+�� ����� ��� ��� � � ���" � %� % �� ��� � 
������ � � ����
��  �� ��
�� ��� ���
�� ��� ������� ������
� (2

1

)BC+ 
� ���� � ��� ��� �����
�� ���� ��
�
�� �""
�
�� 
� ��� ��
�� % 
� ��
� ��� �� �� ���� #
����$�� # �� ����
���
�� � ��� ����� ���  �� ����
�� ��� � �� � � ��� 
��������" 
� ��� ���
��
��� ������� $���� �� ��� % � &�� ���� ���� � ��� ����� ��� # ��
�� � 
�� � � ���"  �� "�����
�� �
�����
�� # 
� ���� ���� ��� �������� 
� =�
���" ���� ��� ������
�
�� ���� � "
������� �����
���������� 
���� $����� ��
�� ��� ����
����� � 
�� ��� ������ ��" ��� �
$�� 
���� � ��� �����
����� 
� ���� ���
������ �� ��� % ��� �� ����
"�� ���  ����� 
�� �
� ��� � 
�� ��� ����� ��� # �����
v := OT ((a0, a1), i)

� ���� #  �� ����� # ���� � �
�� ��$
�� 
�
�
����
a0, a1

��" ��� &��� 
��
i� �� ��� ��� �������
� �� (2

1

)BC+ ����� ��� ��" ���� ��� ����� ��� ��� ������ ��� &��� � ���
������

v %
�������� 	 
��
�� �
������
 ����

B
M��� 3O7 23O b �

• �
�������� ����

��
A

M���7 87  945�� :! 23O7 a0, a1, a2, a3 � B M���787  945�� :! 23O7 b̂ 945
c�" �

A
945

B
M��N LO8

v0 := OT ((a0, a1), b̂); v1 := OT ((a2, a3), b)
3#
c = 0

� 
v0 := OT ((a0, a1), b); v1 := OT ((a2, a3), b̂)

3#
c = 1

�
$ �
B

 8%89:7
c
�

• &
�
����� ����

B

 8%89:7
b�

◦ ' 345346 O87O( B 78457 O� A v1−c � A  8) 8MO7 *� 84
v1−c 6= OT ((a2−2c, a3−2c), b)

�
◦ + 89:346 O87O( A 7 8457 O� B a2c, a2c+1 � B  8) 8MO7 *� 84

vc 6= OT ((a2c, a2c+1), b̂)
�

C�� � ��� � �
� ������� � ��
� ��� �� ���� ���� ��
�� ��� �������
� �� (2
1

)BC+ �������� # ��� �
�
��� � 
�� ��� �������� �� �$�  ��= ��� �
������������ ��� �
�"
�� ��" ����
�� ���� ����%�� � �����" ����
���
�� �� �
$� � ����� ����
�
$� ����� ���  �� ��� (

2
1

)BC+  ����
�� ,
� ������� - 
��
�� �
������
 �./ � 
���� 0 (m0,m1∈{0, 1}1 ' ( b∈{0, 1}� F����� ' ( mb

�
�� �2���23 ����


A
M���7 87  945�� :! 23O7 a0, a1

945
B

M���787  945�� :! 23O i� O� 84
A

945
B

M��N LO8 v := OT ((a0, a1), i);456 789 :;8: 8 <8=:9 >7 ;?@67: >A >: @6B6= C6B>8:67 A=?D :;6 E>B6@ <=?:?F?G H

I



" � /
�� ����

A

M���787  945�� :! 23O ������� 945
B

M���7 87  945�� :! 23O ������ � �0 945 ' 8� M�946 8 O� 8 %9:L87 ������� 945 ������� ( 0 7 8457 �  7O 945 ' 78457 48� O��� O� O� 8 	��N LO9O3�4 
 �978 *� 84 4�2�5! * 94O7 O� O87 O 3�8� 3# ������� = ������ � = 0��# ������ � = 1 O� 84
B

78457
v, i O� A��# ������ � = 0 ∧ ������ � = 1 O� 84

A
78457

a0, a1
O� B ��#

v 6= OT ((a0, a1), i)
O� 8 N9 O387  8) 8MO 945 �O� 8 * 378 6 � O� O� 8 �L94 OL� 
 �978�

$ � ��3�2������ ����

B

78457
c := i⊕ b O� A � 
� 84

A
78457

a0 ⊕mc, a1 ⊕m1⊕c
O� B945

B
M��N LO87

v ⊕ ac ⊕mb = mb
�

�� ���$� ���� ��
�� ��� �������
� �� (2
1

)BC+ �������� �� � ����&B� �A # ��� �������� �� �$� ���
���  ����� 
�� ���� ���
�� , ��! 
 � ��� ��
�� ��" ��� ��� ������ ���� ��� ����� ���  � �= ��� ���
����"��" �����
�� ��'�
��� ����  �� (2

1

)BC+ � �-! 
 � �
�� ������
b

�
�� �"$������
ε

���� ���
"������ �����
�� � 
�� ������
�
��

Ω(ε2)
# ��" �I! 
 ��� ������ �� ���

m0,m1
�
�� �"$�������

ε0, ε1
# ���� % ���� � �
�� "������ �����
�� � 
�� ������
�
��

Ω(ε2)
# �����

ε = min{ε0, ε1} %
+�� ��� �� 
� �����
;�" ��  ����� � % 
� 1���
�� - ��� � ���
� '������ ����
� 
���
�� ��� �
$�� %
� 1���
�� I �� "�=��  ��� ���� ���� ���
�� � � �������
� �� (2

1

)BC+ ����� ��� ��" ���$� ���� ���
�
$�� ����� �  ��= ��� ��� ���� ���
�� % 1���
�� H �
$��  ��� �� "�=�
�
�� � �
�"
�� ��" ����
�� ��"���$�� ���� � ������� � 
� �
������������ �
�"
�� ��" ����
�� % 
� 1���
�� J �� � 
�� 
����"���
��� ���
�� � ����� ����
�
$� >C+ ��" �����;� � ���� ��� - %
� � ���	� 	���	��

+�� � �"�� � ���B����� ��� �����
�� �� ��� 
� ��
� ��� �� 
� ������
���� ��� ��� � �� "�=��"
� (-* % �� ����� � ���� ��� ���"�� 
� �����"�  �� 
�
�� � 
�� ���
�� � '������ ������������
���� (-*  �� �� �A�� ����� ��� � ��� � ������� ���� � 
�� � � ���" 
� ���  ����� 
�� ! %
��� |0〉 #|1〉 � � �� ����"
�� � �����
��� � 
�� 
� ��� ��� �����
���� �� ��� ��"
�����! ���
� % ���
|0×〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉) # |1×〉 = 1√

2
(|0〉 + |1〉) � � �� ����"
�� � �����
��� � 
�� 
� "
������ ���
� %��

Rα
#
α ∈ {0, 1

2 , 1}
# �� "����� ��� ��
���� �� ����
�� � �����
�� �� �� ����� � 

α ·π/2 % � ���
 ��� ���� ,

Rα :=

(
cos(α · π

2 ) sin(α · π
2 )

− sin(α · π
2 ) cos(α · π

2 )

)

�� �����" ���� ���� ��
� �� ����
�� ����� � �� �� �A������ � ������ ��� �
� ����"
�� 
� � ��B
� ��"
����� ��" 
� "
������ ���
� % � ����$�� # �� �����
��

R1
�� ��� <
� ��� $���� � ��� �
�

����"�" 
� ��� � ����� ��� ����� %��� � � 
A�" '������ �����
ρ

��" � � ������� ��� O ��
ρ

# ���
ρO "����� ��� �����
��� "
�B

��
���
�� �� ��� � ���
� �� ������� ����
��" �� � �����
��
ρ

�����"
�� �� O # 
 %� % ρO

� ��� �

"
���
���
��
p1, . . . , pt

�����
pi "������ ��� ������
�
�� ���� �� ��� ������

i % �� ���
L1

B����
�� � ������ "
������ � ������ ��� ������
�
�� "
���
���
���

p = (p1, . . . , pt)
��" q = (q1, . . . , qt)�$�� ��� ��� � "�� �
� , |p− q|1 = 1

2

∑t
i=1 |pi − qi|.

��� ||A||t =
��

(
√
A†A)

# ����� ��
(A) "������ ����� � � ���
A

A % �  ��"�� ����� ������� �
$��
�� � � ���" ��

L1
B����  �� ��� ������
�
�� "
���
���
��� �� ��� � ������� ��� ������� ,

/�
��
3 	 
�

 �	�� �8O ρ0 1 ρ1
28 O*� 58473O! � 9O 3M87 �4 O� 8 79� 8 � 3:28 O 7N 9M8 H � 
� 84

# � 94! 6 848 9:3� 85 � 897L 8� 84O O |ρO0 − ρO1 |1 ≤ 1
2 ||ρ0 − ρ1||t.


� 37 2�L45 37 O36� O 945 O� 8
� O��6 �49: � 897L 8� 84O O O�9O N  �) 8MO7 9 7O9O8 �4 O� 8 836 84%8MO� 7 �#

ρ0 − ρ1
9M� 38%87 3O�

� ����B&���� ������ ������ ���� 
 |φ1〉
# |φ2〉

��� ���� ������ # ���� || |φ1〉〈φ1| − |φ2〉〈φ2| ||t =
2
√

1 − |〈φ1|φ2〉|2.

H



�
33� 	 +LNN�7 8 ' �2 �97 9 23O b 7 �O� � �
[b = 0] = 1/2

945 :8O 0 :3M8 6 84 8 9O8 9 7O9O8 * 3O�
O*� �L94OL�  86 37O8 7 � 0 77L� 8 7� 8 78457 O� 8 78M�45  86 37O8 O� ' �21 O� 84 ' �2 58N 845346
�4

b
� 9�87 7�� 8 O 947# � � 9O3�4 �4 � 37 N 9 O 945 78457 O� 8  87L :O 29M� O� 0 :3M8 � � 84�O82!

ρ0
58473O! � 9O 3� �# O� 8  87L :O346 7O9O8 # � 

b = 0
945 2!

ρ1
58473O! � 9O 3� �# O� 8 7O9O8# � 

b = 1
� 
� 84 # � 94! � 897L 8� 84O O 0 :3M8 � 9�87 945 9 %9:L 8

v
0 :3M8 :89 47 * 8 �9%8

� �
b∈R{0,1}[v = b] ≤ 1/2 +

|ρO
0
−ρO

1
|1

2 .

+�� ���� � ��
� ��� � �  ����� � �� ��� � ����
���  �����" ��������
��� ��" � 
�� � � �&
�� �"
� ��
� �A���"�" �������� % �� � 
�� ��� ��� � ��$
��� $��
��
��� � ��
� ��� � � �� � ���" ���
�"$������ � � �
�� ���� % ��� 
� ���� � 
��  ����� %
� �������	� �� �� �		 	��� 
�������

� ��
� ����
�� �� �
$� ���  ��� �� "�=�
�
�� � ��� �������
� �� (

2
1

)BC+ �������� ��" ����
������� � ��������  �� ��
� ������� � %
�

������ 	 �8 79! O�9O 9 O*��N9 O! �L94OL� N  �O�M� : 28O* 884 0 :3M8 945 ' �2 37 9

(δ, ε)
�

7L7M8N O32:8 (2
1

)��
 N  �O�M� : 3# O� 8 # � : :�* 346  8�L3 8� 84O7 �� :5 �
• �# 2�O� 0 :3M8 58N�73O346 343O39: :! 23O7 a0, a1

945 ' �2 �9%346 23O i 9 8 ��487O O� 84 ' �2
:89 47 O� 8 78:8MO85 23O ai

2LO 34 7LM� 9 * 9! O�9O � 8 6 9347 4� # L O� 8 34# � � 9O3�4 92�LO
O� 8 �O� 8 23O 945 0 :3M8 :89 47 4�O� 346 �

• �� 84 8%8 ' �2 37 ��487O 945 �97 9 78:8MO3�4 23O i1 * 3O� � �
[i = 0] = 1/21 O� 84 # � 8%8 !

7O 9O86! L785 2! 0 :3M81 8%8 ! %9:L 8
i′

0 :3M8 :89 47 92�LO i 945 # � 94! %9:L8
a′ ' �2 :89 47

9O O� 8 845 �# O� 8 M��N LO9O3�4 3O �� :57 O�9O # � 9: :
a0, a1 ∈ {0, 1}

3# � �
i∈R{0,1}[i

′ = i] ≥ 1/2 + δ O� 84 � �
i∈R{0,1}[a

′ = ai] ≤ 1 − ε
�

• �� 84 8%8 0 :3M8 37 ��487O 945 58N �73O7 23O7 a0, a1 1 * 3O� � �
[ai = 0] = 1/21 O� 84 # � 8%8 !

7O 9O86! L785 2! ' �21 9: : %9:L 87
a′0, a

′
1 ' �2 :89 47 92�LO a0, a1 1  87N � 3O �� :57 O�9O # � 9: :

i ∈ {0, 1} 3# � �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1−i = a1−i] ≥ 1/2 + δ O� 84 � �

a0,a1∈R{0,1}[a
′
i = ai] ≤ 1 − ε

�
� ������� � 
�2��
���� �
 �./ � 
����

A : a0, a1 ∈ {0, 1}, B : i ∈ {0, 1}� C�����
B : ai

�
��
A

M���787  945�� :!
α ∈R {0, 1

2}
945

h ∈R {0, 1} 945 78457 O� B (
Rα|a1 ⊕ h〉 ⊗Rα|a0 ⊕ h〉" �

B
 8M83%87 |Φ1〉 ⊗ |Φ0〉1 M���7 87  945�� :!

β ∈R {0, 1} 945 78457
Rβ|Φi〉

29M� O� A �
$ �
A

 8M83%87 |Φ〉1 M��N LO87
R−1

α |Φ〉1 � 897L 87 O� 8 7O9O8 34 M��N LO9O3�49: 29737 �2O934346 O� 8
 87L:O n 945 78457

m = n⊕ h O� B �
� �
B

 8M83%87
m

945 M��N LO87
ai = m⊕ β

�

.��� # �� �������# ⊕ "������ A�� % +� ��� ���� ��
� ����� ��� ��� ����� (
2
1

)BC+ ��������� 
 � ���
����
�� ��� ������ �� ��� 
�" ���� ��� �� ������

RαRβ

��� ����� � 
��
R−1

α

���
� 
� ��� ����

� ������� # �������� 
� 
� ���� 
� -� ! ��" ����

Rβ


� ��� �� � �����! � �C+B���� ���"
�
���"��
β % �� � 
�� ���  ���� �� ��� '����
�� ������� � ������� I ��
�� ����
�� �����
�� 
 �� ��� 
�

���
��� � ��
�
��� ����
�� % +��  ����� 
�� �������  ����� �  ��� ��� � � - ��" I ��
�� � 
�� � �
���$�� 
� ��� ��� �
�
�� ���� � ��
� ����
�� ,
/�
��
3 - 
  �O�M� : $ 37

(O( 2
√
ε), ε)

�7L7M8N O32:8 (2
1

) ��
 N  �O�M� :�
��;6 =6�� >=6D 6@:7 ?A :;6 7�7F6<:>� G6 ?� G>B >?� 7 :=8@7A6= E>B6@ >@ � 6�@>:>?@ � � � !""� :? F?@:=8C>F: 68F;?:;6= >A ?@6 A?GG?# 7 :;6 $? 8@C %;8� &7 8=E�D6@: @?: F8=6A� GG9 6@?�E; '�() H *?= 8CC>:>?@8G =6D 8=+7 766 ,6F:>?@ ->@ :;6 -<<6@C>. H
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� �� $�,&%& �� � ,&%�
�
33� - �8O 0 :3M8 945 ' �2 N 8 # � � 
  �O�M� : $ 945 977L� 8 ' �2 37 ��4 87O 945 58N�73O7 9
23O i1 * 3O� � �

[i = 0] = 1/2
� 
� 84 # � 8%8 ! 7O 9O86! L785 2! 0 :3M81 8%8 ! %9:L 8

i′
0 :3M8 :89 47

92�LO i 945 # � 94! %9:L 8
a′ ' �2 :89 47 9O O� 8 845 �# O� 8 M��N LO9O3�4 3O �� :57 O�9O # � 9: :

a0, a1 ∈ {0, 1} 3# � �
i∈R{0,1}[a

′ = ai] ≥ 1 − ε O� 84 � �
i∈R{0,1}[i

′ = i] ≤ 1/2 + 16
√
ε
�


  ��# ( ��� �����
�� �������� A � � �
�� ��� � � "����
� �" �� ������
�� ��� � ����� |Φ〉 =∑
x∈{0,1}2 |vx, x〉

# ���"
�� ��� ��� �
���� ��� '��
�� �� ��� ��" � �� ��� ��� � � ������� ���
{H0,H1,H2,H3}

�� ��
� ���� ��� ���� ���& � ��� ��� @� ����" # �����
H0

#
H1

#
H2

#
H3

���  ���
��
�� 
�� ���������� ��������� � �
�� � "
$
�
�� � ����� . 
�� ��� ����� ���� ��� �� 
��� ����#
���� ���� #  ��

l, k = 0, 1
# 
 ��� � ������� ��� 
�"
����� ��� ������ � ������� ��"
�� ��

H2k+l���� 
� ��<���� � �
�� @� � ��
� ����
i = l

��" ���� ��� � ������
m = k

�����" � � ���� �� ��� %����� � ��� # ����
a0 ⊕ a1 = 0 % �� �����" ���� ���� 
� ��
� ����

m ⊕ a0 = β % 1� � �
�� #

� ��"�� �� ������ ��� ������� ������ � ��� ����� ��� # ��� �� 
�"
���� ��� $���� � 

β % ���
|S〉 = |v00, 00〉 + |v11, 11〉

# |A〉 = |v01, 01〉 + |v10, 10〉 % +��� 
� # |S〉 
� � ���� � ��� ����� ���� 
�
��� � ���
� � 
�� ���� ��� �� '��
�� � �
�� ���� �� ��� ��" |A〉 
� ��� ���� � �
�� ���
B��� � ���
� %
���

ρa,b

� � � "���
�� � ���
A � � �
�� @� ������ � ��� ��� @� ����" # ������� ��"
�� ��
i = a

��"
β = b % �  ��� ��� � ��������
��� �� ��� ,

ρ0,0 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx1〉〈vxx1|
+|v000〉〈v101| + |v101〉〈v000| + |v111〉〈v010| + |v010〉〈v111|

ρ0,1 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx1〉〈vxx1|
−|v001〉〈v100| − |v100〉〈v001| − |v110〉〈v011| − |v011〉〈v110|

ρ1,0 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx2〉〈vxx2|
+|v000〉〈v011| + |v011〉〈v000| + |v111〉〈v100| + |v100〉〈v111|

ρ1,1 =
∑

x=(x1,x2)∈{0,1}2 |vxx2〉〈vxx2|
−|v001〉〈v010| − |v010〉〈v001| − |v110〉〈v101| − |v101〉〈v110| .�����

xt
� ���� < 
��
�� �
�

xt
# 
 %� % xt = 1 − xt %�� ���& =��� ���� � ���
� 
�
�
�� � � �
�� @� "
������� � ���$
��� % 
� ��"�� �� ����� # � �
�� ��� ��

"
��
���
�� � ������ "���
�� � ���
���
γl = 1

2ρl,0 + 1
2ρl,1

# �����
γl

������� ��"� ��
i = l % ��

�A�� 
���
�� � ��� "
, ������ � ����� � ���
��� �� ��� � ��� ��� � ��������
��� ���� ,

γ0 − γ1 =
1

2
|VS0〉〈VA1| + 1

2
|VA1〉〈VS0| − 1

2
|VS1〉〈VA0| − 1

2
|VA0〉〈VS1|

����� |VS〉 = |v00〉 + |v11〉
��" |VA〉 = |v10〉 − |v01〉 % �� ��� ���
�� �"��� ��� � � � �� ����

���� ��� �"$������
δ

� � �
�� 
� �� � ��� ∑3
l=0 σl

�����

σl = |��(Hl(γ0 − γ1)Hl
†)| ≤ ∑

j∈{0,1}
1
2 |tr(Hl(|VS(j − 1)〉〈VAj| + |VAj〉〈VS(j − 1)|)Hl

†)|
≤ ∑

j∈{0,1}(|〈Ol
j |VAj〉| · |〈VS(1 − j)|Ol

j〉|)
≤

∑
j∈{0,1} |〈Ol

j |VAj〉|
��" |Ol

j〉

� �� ���������� # ���� ��
;�" ���� ���
�� � |VAj〉

���� ��������
Hl % +�� �����"
��'���
�� 
� ���� � ������ �� ��$� ��

(Hl|VAj〉〈ψ|Hl
†) = 〈Ol

j |VAj〉〈ψ|Ol
j〉

 �� �$��� ����� |ψ〉 %
���

jl
� � ��� 
�"�A  �� ��
�� |〈Ol

jl
|VAjl〉| ≥ |〈Ol

1−jl
|VA(1 − jl)〉| % ?������#

σl ≤ 2|〈Ol
jl
|VAjl〉| %� ����$�� # �� ����� � ����

σ0 + σ1 ≥ σ2 + σ3 % 
 �� 
� 
� ��� ��� ���� �� ����" ���
� � ��
�
���"
�
�� �� �����
�� ��� �������� A � � �
�� ��� �������
��� �����
�� � ��� ���
�! 
� ���� �
��� ���� ��� "�=�
�
��� � 

Hk

��" Hk+2
����" ���� ���$
�� �$�����
�� ���� ��������" %

K



�� �� �& ��� �� ��� ������
�
�� � ����
�
�� ��� ������� ������ �� � �
�� % +�� ������
�
��
p0� � �
�� ����
�� ������ �

β = 0

� ���� � 

β = 1

� �� �����

p0 ≥ 1
2 〈O0

j0
|ρ0,1|O0

j0
〉 + 1

2 〈O0
j0
|ρ1,1|O0

j0
〉 =

1
2 |〈O0

j0
|v001〉 − 〈O0

j0
|v010〉|2 + 1

2 |〈O0
j0
|v001〉 − 〈O0

j0
|v100〉|2

+1
2 |〈O0

j0
|v110〉 − 〈O0

j0
|v011〉|2 + 1

2 |〈O0
j0
|v110〉 − 〈O0

j0
|v101〉|2 .

1� # �� 
��'���
�� |a− b|2 + |a− c|2 ≥ 1
2 |b− c|2 �� ��� ����

p0 ≥ 1
4 |〈O0

j0
|v010〉 − 〈O0

j0
|v100〉|2 + 1

4 |〈O0
j0
|v011〉 − 〈O0

j0
|v101〉|2

= 1
4 |〈O0

j0
|VA0〉|2 + 1

4 |〈O0
j0
|VA1〉|2 ≥ 1

16σ
2
0 .

1
� 
��� ��������
�� � ��� ������
�
��
p1

� ����
�� ������ �
β = 1


� ���� � 
β = 0

�
��"� ����
��� ������
�
�� � ��� ���
�� ����� ������ 
� �� �����

� �
[β′ 6= β] =

� �
[β ⊕m 6= ai] ≥

1

16
(σ2

0 + σ2
1) ≥

1

256
(

3∑

l=0

σl)
2.

.���� # ��� ��� � � ���"�  �� ��� ����
a0 ⊕ a1 = 0 %

1
��� 
� ���� � 
a0 ⊕ a1 = 1

��� ������
�� 
� ��� ������� ��������� B �� �A������ ���� ���
����� � |VS〉

��" |VA〉
��" ��
�� ��� �� &��� ��� $���� � 

β ⊕ i

� ��"�� �� �
$� ��� �������

������ �� ��� # ��� ���� 
� ������"�" %
+� ��� ���� '��"���
��� � ���" 
� ����" �� ��� �� �$� ��� � � ��� � � � �� # ����
"�� |Φ〉 =√

1 − ε|000〉 +
√
ε|110〉 % 
���
�
$���# �� ��� �� ��� ��� � ���
� ��" ���
B��� � ���
� ���� � |Φ〉�
��

0
��" 1 % ���

H2 = |01〉〈01| # H3 = 0 % C�� ��� ���
�� ��������� ����

ρ0,0 = (1 − ε)|00〉〈00| +
√
ε(1 − ε)(|00〉〈11| + |11〉〈00|) + ε|11〉〈11|

ρ1,0 = (1 − ε)|00〉〈00| + ε|10〉〈10|
��" ����� ��� ||ρ0,0 − ρ1,0||t ≥

√
ε(1 − ε) − 2ε % 1� # �� +������ � ����� �A
��� � � ������� ���

{H0,H1}
����� 
�� �� �� "
��
���
�� � ������ ����� ��� "���
�� � ���
��� � 
�� √

ε(1 − ε) − 2ε�������� ��" � ����$��
H2,H3⊥H0,H1

�
��� ��
(H2ρ0,0H

†
2) =

��
(H2ρ1,0H

†
2) = 0 % � �� # ���

M = {H0,H1,H2,H3}
� � ��
�� @� � ������� ��� % +� ����� # �� ��� ���  ����� 
�� �������� A������� ��"
�� �� ��� 
����

a0 = a1 = 0 % � �
�� ���"� |Φ〉 �� ��� # � ��� ����
$
�� ��� '��
�
���& ��� ����
�� ��� � ������� ���

M % 
 ��� ������ � 
�
H2

���� ��� �������
a0 ⊕ β = 1

��
��� ��" ����

i′ = 0
�
�� ������
�
�� 1

2

# 
� ��� ����� ���� ��� ���"�
a0 ⊕ β = 0

�� ��� ��"�����"
�� �� ��� ������ � � �
��
0

��
1

��� ����
i′ = 0

�
i′ = 1

! %
+� ��� ���� ��
� �������� �
$�� ������� ������ � 
�� ������
�
�� ������� ����

1 − ε
�� �����"���� ���� ������
�
�� � ������ �

H2

� ���� � 

β = 0

�

0
��" 
� ���� � 

β = 1

�

1 − ε %
+���� ��� # �
���

β = 0
�
�� ������
�
�� 1

2

# ��� �"$������ 
� "����� 
�
�� ��� 
���� � ��� 
�
������� ���� 1

2

√
ε− 3

2ε %
&
3��� 	 +�� ���"  �� ��� ���� ���� ���$
"�" �� ��� � � - ��� � ��
$���" ��
� ��� �� �
������
� 
� ��
�� # �
&� 
� ��
$��� ��� �����
��� # ��� 
�$��$�" ����
�� ��� �� ��
� &��� ��"��
�� ��� ��� 
����� � ��� ����� ����
�� ��� ����� ��
�� �� ��� ���� ��� ������� $���� % � �� � 
� ������� I  �� ����� ����
�
$� ��� �����
��� ���"� # ����$�� # � �������� ���� ���� ��
�� ����
����  �� ��� "
������� � �
�� 
 ��� �������� 
� =�
���" ���� ��� 
� ��� ���� �� "����� 
�� $�����
ã0, ã1

��
�� ��� ����
����� � 
�� ��� @� 
����
i

��" ��� $����
a′

�� "��
"�� �� ��� ��" � ���
�������� % +� ��
� �
� �� � 
�� ��� ���  ����� 
�� �������� $���
�� � ��� ��� � � , # � 

i, i′ 1 945
a′

97 34 O� 8 :8�� 9 3O �� :57 O�9O 3# � �
i∈R{0,1}[i

′ = i] ≥ 1/2 + 16
√
ε O� 84 # � 9: : %9:L 87

ã0, ã1*� 3M� 0 :3M8 58O8 � 34 8 9# O8 O� 8 N  �O�M� : 37 � 437� 85 3O 37 O L8 O�9O � �
i∈R{0,1}[a

′ = ãi] ≤ 1 − ε
�

E



+� ��� ���� ��� �������� $���
�� � ��� � � - ���"� # �� �����" ���� ����  ��� ��� ��� � �

�  ����� � 
� � �"
����� ����  �� ���

a0, a1 ∈ {0, 1} 
 � �
i∈R{0,1}[i

′ = i] ≥ 1/2 + 16
√
ε

����
ε ≤ � �

i∈R{0,1}[a
′ = ai] ≤ 1 − ε % 
�  ��� # 
  �� ��� � �
�� @� �������� � �

i∈R{0,1}[a
′ = ai] < ε

 ��
��� � 
����

a0, a1
���� ��
�� ��� � �"
 � ��
� ��������  �� ��� 
����

a0, a1

� ���� � ��� ����


� ��� ���� ����" ��� ���"� �� ���
1−m 
�����" � 

m % +�
� ���"� # ����$�� # �� � ������"
��
��
�
���  �� ��� � �"
=�" �������� ��" ��� 
����

a0, a1

� ���"� ���� � �

i∈R{0,1}[a
′ = ai] > 1 − ε %

+��� ����� 
�� � �
�� @� �"$������ 
� ������� ����
16
√
ε

�� ��� ����  �� ��� $����
ã

��
�� ���
"����� 
�� # � ���

ε ≤ � �
i∈R{0,1}[a

′ = ã] ≤ 1 − ε
��" ε ≤ � �

i∈R{0,1}[a
′ 6= ã] ≤ 1 − ε

��� ���� %
� �� $�,&%& �� � !
��� # �� �����;� ��� @� � ���
� 
�
�� � �����
�� %
�
33� � �8O 0 :3M8 945 ' �2 N 8 # � � 
  �O�M� : $� 0 77L� 8 0 :3M8 37 ��487O 945 58N�73O7 23O7
a0, a1 1 * 3O� � �

[ai = 0] = 1/2
� 
� 84 # � 8%8 ! 7O 9O86! L785 2! ' �2 945 9: : %9:L87

a′0, a
′
1

*� 3M�
' �2 :89 47 92�LO a0, a1 1 3O �� :57 O�9O( # � 9: :

i ∈ {0, 1}
3# � �

a0,a1∈R{0,1}[a
′
i = ai] ≥ 1 − ε2 O� 84 � �

a0,a1∈R{0,1}[a
′
1−i = a1−i] ≤ 1/2 + 16

√
2ε

�

  ��# ( ?���
"�� ��� � � ��
�
��� �������� B � ��� % � ��� �� � �� ����� � ���� ��� ������
�
��
� 
a′0 = a0


� ������� ���� ��� ������
�
�� � 
a′1 = a1 % C�� �
� 
� �� ���� ����


 � �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0] ≤ ε2

���� � �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1 = a1] ≤ 1/2 + 16

√
2ε %

1������� B ��� � � ��
�& � �� � ��� ���� ������� % � 
��� � ��
���� ����� ��� ��
��
U


� ���
�� ��
|Φa0,a1,h〉 = |v〉⊗Rα|a1 ⊕ h〉⊗Rα|a0 ⊕ h〉 # �����

v

� �� ���
����� ������ % � �A� ��� ���� '��
�

� 
U(|Φa0,a1,h〉)


� ���� �� � �
��� # ��� � �� ��� � ���� I �� ����� '��
� ��" ���"� ��� �����
��� � 
�
m

���& �� ��� % �� �� ����
$ 
��
m

# ��� �A������ ��� �����" ���� � �
� �����& , �� � �� ��� �
��� � ���
����� � ������� ��� {H0,H1,H2,H3}

# �����
H0

�
H1

! ������� ��"� �� ��� @� � ��
� 
����

a0 = 0, a1 = 0
����� % a0 = 0, a1 = 1

! ��" H2
�
H3

! ������� ��"� ��
a0 = 1

��" a1 = 0����� % a0 = 1
��" a1 = 1

! % 
� ����� ���"� # ������ � ������� ��"
�� ��
H2l+k


� ��
��
a′0 = l��" a′1 = k %

+�� ��
���� ����� ��� ��
��
U

��� � � "����
� �" �� � ��� � $������ {V l,j
k } ���� ����

U(|v〉 ⊗
|l, j〉) = |V l,j

0 〉⊗|0〉+ |V l,j
1 〉⊗|1〉 % C� ��������
$��� 
� "
������ ���
� # �� � ��� � $������ {W l,j

k }���� ����
U(|v〉 ⊗ |l×, j×〉) = |W l,j

0 〉 ⊗ |0×〉 + |W l,j
1 〉 ⊗ |1×〉 %�� ������� ��� # �� 
���
�
$� # ��
� ��� � ��� � ��� ���� % 
� ��� ����# �� ��� ��
�& � 

U
��

�� ��� ��� � &
�" � "
��������� � ��� '��
�
Rα|a0 ⊕ h〉 � �
�� ���� ���& �� ��
�� % � 
��� # ��

� 
�� ���� ���� 
� ��"�� �� ����� ��� @�
U

��� �� ���������� � ��� 1��� - # �
�� ��� ��" � ���
�������� # ��� � 
� ��� ��
�� �� ��� ��� $���� � 

a0⊕h
�
""�� 
� ��
� '��
� % C� ��� ����� ���" #

�� ��� ��� ���� �� ������ 
 %� % ��� $���� � 
a0

# �� 
� '��
� @� ������ 
� ��� ��
�� �� ��� ����"�"$���� ��� �� � � "
����� �" �� ��� �� ������ � ���
� �� "����� % +��� 
� ��
��  �� ��� � ������
��
� ��� � ���� � ����
�� ���� '��
� # ��
�� ����� ��� �� 
� � ��� ��� "��
��" � ���"� �� � ���
� ��
�����
�� % �� ���� ��
� �� =��� ��"��
�� ��� ���& � ����
�� �� ��� ����� �� �""
�
���� �
�� 
�
���  ��� � 

Rα|a1 ⊕ h〉 
� ���$
"�" ��" ���� �� ������
� � ��
� �
� ��
=�" ��� ���� % +���� ��� #
��� ���� 
�"
����� ���� ��� ���"���� � �����
�� ��� ����� ��� 
� �����
��" 
� ��� ������
��
� ����
�� # ��
�� �
$�� �� � ���� � '����
���
$� ���B����
�� ������� % � ������� # 
� ���� � ��
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������� ���� ��� ����
����� 
� ���� �����
�� � ��� ����� ��� # �� � ��
�$� ���� ��
� ������
� 
�
��� �� ������ �� � � � 
�"�� ��"��� 
�������� %�� �����;� =��� ��� @� 
� ��� ��
�� ��
� �� ���

a1 % � ��� �� � �� ����� � ���� ��� ��� "
��
�B
��
�� � ����� � ������ ��� $����� � 

a1

 
a0 = 0 % +��� 
�

� �
a1∈R{0,1}[a

′
1 = a1|a0 = 0] ≥ � �

a1∈R{0,1}[a
′
1 = a1|a0 = 1].

��� ���
ρj,k,l

� � � "���
�� � ���
A � ��� ������ � � ��� ��� @� =��� � ������� ��� # ������� ��"
��
��
α = j · 1

2

#
h = k

#
a1 = l

��" a0 = 0 % +�� �"$������
δ

� ��� 
� ��
� ���� �
 %� % δ ���� ����
� �

[a′1 = a1 | a0 = 0] = 1/2 + δ
! ��� � � ���
� ���" �� ��� � � � �� ��� @� ��
�
�� �� "
��
���
��

� ������ ���  ����� 
�� "���
�� � ���
��� ,
1
4(ρ0,0,0 + ρ1,0,0 + ρ0,1,0 + ρ1,1,0)

�����
a1 = 0

! # ��"
1
4(ρ0,0,1 + ρ1,0,1 + ρ0,1,1 + ρ1,1,1)

�����
a1 = 1

! %
� �
�� ��� ��
����� 
��'���
�� �� ��� ����  �� ��� � ������� ��� O � �� ��� �" �� ���

δ ≤ 1

8
(|ρO0,0,0 − ρO0,1,1|1 + |ρO1,1,0 − ρO1,0,1|1 + |ρO0,1,0 − ρO0,0,1|1 + |ρO1,0,0 − ρO1,1,1|1).

��!
D��� ��� � ����� ������� ��"� �� "
,����� $����� � 

α
��" h ⊕ a1 % ��" ���� ��� ������ 
�

��� � ���
� �� ��� ����� 
� ���� � ��� ���� ����� �A
��� � ����
���B �����" �� ��� ����� ��� ��
��
 �� ��� �
 %� % �������
��� �����
�� � ��� ��� �����
���� ���
� �� ��� �� � ��� '��
��! ��
��
����� ��� ��� � �� �$� ��� � ������ ���� ������� % 1� # �� ��� ����� � � ��� ���� ��� �"$������

� "
��
���
��
�� � ������

ρ0,0,0
��" ρ0,1,1 δ0 = |ρO0,0,0 − ρO0,1,1|1


� ��� � �A
��� ��� ������

� ��� �
���B���" �
"� � ��� 
��'���
�� ��! ��" ����� ��� �� ��$�

δ ≤ 1
2δ0 % ��� #  �� ����� #

γ0 = ρ0,0,0
��" γ1 = ρ0,1,1 % C�� ��� ���
�� ��������� ����

γ0 = |0〉〈0| ⊗ |V 00
0 〉〈V 00

0 | + |1〉〈1| ⊗ |V 00
1 〉〈V 00

1 | �-!
γ1 = |0〉〈0| ⊗ |V 01

1 〉〈V 01
1 | + |1〉〈1| ⊗ |V 01

0 〉〈V 01
0 |. �I!

�� �� ��� ��� �� ���� $���� � 
m


� �� �$� "���
�� � ���
��� ������� ��"� � ��
� � $������ ��
��
��� ��
�
���  �� ��� @� �����
�� % 
 %� % ��� � ����� ���� ��� � � "
��
���
������ �� �
� � ������� ���
��� ������� 
� �
� �"$������ % ��� # �� �� � 
�� ��� ����� # �� 
�  ��� 
����"���� � ��������
�� � ���

�"
���
�� � ��� $���� � 

a0 %� 
��� # �� ��&� � �� �& �� ��� � ������� ����
H0

#
H1

� �� ��� �" �� ��� % ��� �� "�=��
σ2m+p ��

p,m ∈ {0, 1} ��  ����� �

σ2m+p =





|��(Hp|0V 0p
p 〉〈0V 0p

p |H†
p) −

��
(Hp|0V 0(1−p)

1−p 〉〈0V 0(1−p)
1−p |H†

p)|

 
m = 0

#

|��(Hp|1V 0p
1−p〉〈1V

0p
1−p|H

†
p) −

��
(Hp|1V 0(1−p)

p 〉〈1V 0(1−p)
p |H†

p)|

 
m = 1 %

���  ��
m = 0

#
p0 ∈ {0, 1} � � ���� ����

σp0
≥ σ1−p0

��" �
� 
�����#  ��
m = 1

���
p1 ∈ {0, 1}� � ���� ����

σ2+p1
≥ σ2+(1−p1) % +��� �� ���

|γO0 − γO1 |1 =
∑3

t=0 |
��

(Htγ0H
†
t ) −

��
(Htγ1H

†
t )|

≤ 2(σp0
+ σ2+p1

) +
∑3

t=2 |
��

(Htγ0H
†
t ) −

��
(Htγ1H

†
t )|.

�� �����" ��� =��� ���� ��� �����" ���� 
� ��� �� �$� ��� ������� ��"� �� �"$������ 
�
"
��
���
��
�� � ������ ��� $����� � 

a1
�� � ������� ���

H2,H3

� ���� � 

a0 = 0 % ��� �����
��������� ��<��� ��� @� � ��
� ����

a0 = 1 % +���� ��� # �� ��$� ����
3∑

t=2

|��(Htγ0H
†
t ) −

��
(Htγ1H

†
t )| ≤

� �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|a0 = 0].
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1� # �� ��� ������� ��
� ���� � ������ 
� 
� � ��� ��"�� � ��� �'���� � ��� �"$������ �
 ���
���� ��� ��� � � ����" � � ���$�"! % . ���� �� ��� , δ0

2 ≤ σp0
+ σ2+p1

%��� # �� "�=�� ���� ���
��
Om

��  ����� � % ���
m = 0

���
O0

� � ��� ���� ��
;�" ����������
���� ���
�� � |0V 0p0

p0
〉 ���� ��� ��������

Hp0


 
��

(Hp0
|0V 0p0

p0
〉〈0V 0p0

p0
|H†

p0
) ≥ ��

(Hp0
|0V 0(1−p0)

1−p0
〉〈0V 0(1−p0)

1−p0
|H†

p0
).

C����� 
�� # ���
O0

� � ��� ���� ��
;�" ���������� ���� ���
�� � |0V 0(1−p0)
1−p0

〉 ����
Hp0

% �����B
������# �� "�=��

O1
�� � ���� ��
;�" ���������� ���� ���
�� � |1V 0p1

1−p1
〉 ���� ��� ��������

Hp1
 
��

(Hp1
|1V 0p1

1−p1
〉〈1V 0p

1−p1
|H†

p1
) ≥ ��

(Hp1
|1V 0(1−p1)

p1
〉〈1V 0(1−p1)

p1
|H†

p1
)

����
O1


� � ���� ��
;�" ���������� ���� ���
�� � |1V 0(1−p1)
p1 〉 ����

Hp1
% . ���� �� ���

σp0
≤ ||〈0V 0p0

p0
|O0〉|2 − |〈0V 0(1−p0)

1−p0
|O0〉|2|, σ2+p1

≤ ||〈1V 0p1

1−p1
|O1〉|2 − |〈1V 0(1−p1)

p1
|O1〉|2|.

�� ����" �
&� ��� �� 
�$���
���� ��� ������
�
�� � ����
�
�� ��� ������� ������ % F����� ����
� �

[a1 = 0] = 1
2 % �� �����" =��� ���� ���� ��� "���
�� � ���
��� ������� ��"
�� �� 
�
�
�� ���=�B

����
�� � ��� �����" '��
�
Rα|a1 ⊕ h〉 
� ��� �A����� 1

2 |0〉〈0|+ 1
2 |1〉〈1|

�$�� 
 �� &���
h

��"
α % 1� #  ��� ��� � �
�� � $ 
�� � ��� ����� ��� ����� ��� ���=�����
��� ��� 
�"
��
���
������ %
+���� ��� # �� ��� �����
���� ��� �����" '��
�  ��� ��� 
�
�
�� ���=�����
�� � 
�� � ���"�� �
�
r

����"�" 
� � ��� ��"
����� ���
� ��" ��� ������
�
�� � ����
�
�� ���� �� ������ 
� ��������" %�� �����;� ��� ������
�
�� � ��� ���
�� ��� ������� ������ 
� ���� � 
r = 0 % ���� # ���� ���

$������ {V 0,j
k }k,j

��
�� "����
� �
U

# ��� $������ {W 0j
k }k,j

��� "
,����� # "�=��" ��
U

���
�� ���
�� 
�
�
�� ���=�����
�� |v〉 ⊗ |0〉 ⊗ Rα|j〉

# � 
��
α = 1

2 % �� 
�$���
���� ��� ������� ��"����
� ������ {V 0j

k }k,j

��" ��� ��� $������ % ���
j = 0

�� ��$� ,

U(|v00×〉) = 1√
2
U(|v00〉 − |v01〉) = 1√

2
(V 00

0 |0〉 + V 00
1 |1〉 − V 01

0 |0〉 − V 01
1 |1〉)

= 1
2((V 00

0 − V 00
1 − V 01

0 + V 01
1 )|0×〉 + (V 00

0 + V 00
1 − V 01

0 − V 01
1 )|1×〉)).

1
� 
�����#  ��
j = 1

�� ��$� ,

U(|v01×〉) = 1√
2
U(|v00〉 + |v01〉) = 1√

2
(V 00

0 |0〉 + V 00
1 |1〉 + V 01

0 |0〉 + V 01
1 |1〉)

= 1
2((V 00

0 − V 00
1 + V 01

0 − V 01
1 )|0×〉 + (V 00

0 + V 00
1 + V 01

0 + V 01
1 )|1×〉)).

+��� # ��� �� "����� ����� $������ ��

W̃ 00
0 =

1

2
((V 00

0 + V 01
1 ) − (V 01

0 + V 00
1 )), W̃ 00

1 =
1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) − (V 01

0 − V 00
1 )),

W̃ 01
0 =

1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) + (V 01

0 − V 00
1 )), W̃ 01

1 =
1

2
((V 00

0 + V 01
1 ) + (V 01

0 + V 00
1 )).
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���
�� � ������ ��� "���
�� � ���
���
������� ��"
�� �� ��� $����� � 

a0 % 
� ����
����� # �� ��� �� "
��
���
�� � ������ "���
�� � ���
���
γ′0

#
γ′1

������� ��"
�� �� ��� � ���
� �� $����� � 
a0

&��� 
�� ����
m = 0 % +���� "���
�� � ���
���

��� ,

γ′0 =
1

4
|0〉〈0| ⊗ (|V 00

0 〉〈V 00
0 | + |V 01

1 〉〈V 01
1 | + |W̃ 00

0 〉〈W̃ 00
0 | + |W̃ 01

1 〉〈W̃ 01
1 |), �H !

γ′1 =
1

4
|0〉〈0| ⊗ (|V 01

0 〉〈V 01
0 | + |V 00

1 〉〈V 00
1 | + |W̃ 01

0 〉〈W̃ 01
0 | + |W̃ 00

1 〉〈W̃ 00
1 |). �J!

�)



��� # ��� ������
�
�� �  �
���� 
 %� % ��� ������
�
�� ���� 
� ���� � 
m = 0

��� @� � ������� ���

�"
����� ����

a0 = 0

 
�  ��� 
� 
�

a0 = 1
# 
� �� �����

��
(Hp0

γ′1H
†
p0

) ≥ ��
(|O0〉〈O0|γ′1) =

1

4
(|〈0V 01

0 |O0〉|2+|〈0V 00
1 |O0〉|2+|〈0W̃ 01

0 |O0〉|2+|〈0W̃ 00
1 |O0〉|2).

��� �
��� ���  ��� ����

W̃ 01
0 =

1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) + (V 01

0 − V 00
1 )), W̃ 00

1 =
1

2
((V 00

0 − V 01
1 ) − (V 01

0 − V 00
1 )),

��" ��� ������������� ��� �|a+ b|2 + |a− b|2 = 2|a|2 + 2|b|2 ! # �� ��$� ���� ��
� ������
�
�� 
�
�� �����

1
4(|〈0W̃ 01

0 |O0〉|2 + |〈0W̃ 00
1 |O0〉|2) ≥ 1

8 |〈0V 00
0 |O0〉 − 〈0V 01

1 |O0〉|2

≥ 1
32(|〈0V 00

0 |O0〉| − |〈0V 01
1 |O0〉|)2(|〈0V 00

0 |O0〉| + |〈0V 01
1 |O0〉|)2

≥ 1
32 (|〈0V 00

0 |O0〉|2 − |〈0V 01
1 |O0〉|2)2 ≥ σ2

p0

32 .

1
� 
����� �� �����;� "���
�� � ���
���
γ′′0

#
γ′′1

������� ��"
�� �� ��� � ���
� �� $����� � 
a0

&���B

�� ����

m = 1 % +���� "���
�� � ���
��� ��� �'��� �� ���� % γ′1 ��" γ′0 � ��� �����
�� |0〉〈0| ��
|1〉〈1| % � �� # �� ��� ���
�� ��� ������� ��������� ���
� ��
�� �  �
���� @� ������
�
�� � 
�� �����
� $������ |V 01

0 〉 # |V 00
1 〉 # |W̃ 00

0 〉 ��" |W̃ 01
1 〉 # �� ��� ���� ��
� ������
�
�� 
� �� ����� σ2

2+p1

32 % +����B
 ��� # �
��� ��� $������ 
�$��$�" 
� 
� ���
��  �
���� 
� � ��� ����� ��� "
��
��� # �� ������"� ����
� �

a1∈R{0,1}[a
′
0 6= a0|r = 0] ≥ σ2

p0
+σ2

2+p1

32 % . ���� �� ��$�
� �

a1∈R{0,1}[a
′
0 6= a0] = 1

2

� �
a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|r = 0] + 1

2

� �
a1∈R{0,1}[a

′
0 6= a0|r = 1]

≥ σ2
p0

+σ2
2+p1

64 ≥ δ2
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��" ��� ��� � � 
� ���$�" %� 
�����# 
� 
� ����� � ���
��
�� ���� ��� $���� � 
m "���� @� ���" �� � � ���������" 
� ��� ���

� 
�� $���� � 
ai % +��� 
� # ��� �� ��
�� ��������� ��� � �� 
������� # ����
��� �����" ��� � ����

������! ��� � �&� ��� $���� � 
m


�"�� ��"��� � 
ai

��" ��
�� ��'�
�� � �� ��� &��� ��"�� �� ���
ai % . � ���� �
� ��� �����B�������
�� �� &��� �������

m = ai
��
m = 1−ai % . 
� ������� � � 
��

"����� 
�
�� ������� < 
� ��� � ������" # ����� ���� ���� �� ����� �""
�
������ �� ����������
��� � 
� ��� ��
�� �� ��� ��� $���� � 

ai ⊕ h %
+� ��� ���� ��
� '��"���
��� � ���" ��� � � ���
�$�" ����
"�� ���  ����� 
�� �����
�� ��������%
���

U∗ � � ���� ����
U∗(|v〉 ⊗ |l, j〉) = |vj〉 ⊗ |l, j〉 % 1� # |V l,j

j 〉 = |vj〉 ⊗ |l〉 ��" |V l,j
1−j〉 = 0 %� ����$�� # ��� 〈v0|v1〉 =

√
1 − ε % � � �� ��� ��� # ����� � 

U∗ ����������� ��� � 
� ��� ��
��
�� ��� $���� � 

j = a0⊕h
�� � ��&
�� 
� � 
�� ��� ���B�������� ������ ��� � ���
� �� �� "
��
���
�� !

$������ 
� ��� @� ������ % �� "� ��� ���  ����� 
�� % �� ���
U∗ �� |v〉⊗Rα|a1 ⊕ h〉⊕Rα|a0 ⊕ h〉��" ���" ��� ���� '��
� �� � �
�� % � ��� �� ��� ��� � ������

m
��
�� 
� �A�����

a0
�
��

������
�
�� � � ��"��
1 − ε

# �� � �&� �� ���
� �� � ������� ��� �� "
��
���
�� � ������
v0

��"
v1 % �� +������ � ��
� ���
� �� � ������� ��� ��� �"$������ � ��"�� √

ε % 1� # � ��� ����
�� ���
������ �

j′
# �� &��� ���� � �

[j′ = a0 ⊕ h] ≥ 1
2 + Ω(

√
ε)

��" �� ��� �
� ��� ��� ���� ��� $����
� 
h′ = m⊕j′ % . �$
�� ���� &��� ��"�� �� ��� ��� $���� � 

h′
�� ��� "
��
���
�� � ������ $�����

� 
a1

����"�" 
� ��� �����" '��
�
Rα|a1 ⊕ h〉 �
�� ��� �"$������ ���� ���
���� ��

Ω(
√
ε) %
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�
�� � ��� �
�"
�� ��" ����
�� ���� ���� � � '������ �
�
��� � 
�� ��� % ��  ����� ���� ��� "�=�
�
�� �� �������$ �� �� % (-* % ��� �� ����� � 
�� ���
�
�"
�� ���� ����% ����� � � �
��  ����� � ��� �
� ��� � 
�� ��� ����� ��� ��" ��� 
� ���
����
��%���
�� ��� "�� ��
�
�� ����� ��� ��" ��
�� ��� ���� 
� ��� � ����"� � ��� ��B� ��
�
�� |ψAB〉�
�� ��� '������ ���
����� , ��� &��� �� ��� ��" ��� �� � �
�� % �  ��� � ��� ���
���
��
����� ��� �
���� ���� � �������� ���
�� �� ���$
��� � �
�� ��

0
�� � �������� �� ���$
���

� �
�� ��
1 % � �� ��"
�� �� ��� ������� � ��� ��� �����
��� � �
�� "��
"�� �� ��� � ��� $�����

vA ∈ {0, 1, err} � 
� ����
vA = err

# ��� ��� ���� ��� ����� ��� % ���
pi

� � ��� ������
�
�� ����
� �
�� "��
"��

vA = i
# ��" perr

� � ��� ������
�
�� ���� � �
�� "��
"��
vA = err

# ���� ��� ����
��������

0 % �����������# "����� ��� ������
�
�
��
q0, q1, qerr

 �� ��� @� ��������
1 % � ����� ���


�
(δ, ε)

B 2345346 
 �����$�� � �
�� 
� ������ #  �� ��� ��� @� �������� 
� 
� ���� , 
 
perr, qerr ≤ ε���� |p0 − q0|, |p1 − q1| ≤ δ %��� # � �
� ��� � 
�� ��� ����� ��� 
�

(δ, ε)
B 789:346 # 
 �����$�� ��� 
� ������ ��" "�� ��
�� �

�
�
b

� %� % � �
[b = 0] = 1/2

����  �� ��� � �
�� @� �������� ��" � $����
b′

��
�� ������ # 
� ���"�
���� , 
 � �

b∈R{0,1}[' �2 58O8MO7 8  � 
] ≤ ε

���� � �
b∈R{0,1}[b

′ = b] ≤ 1/2 + δ % +�� ������
�
��

� ��&�� �$��

b
������ ��
 ��� ��  ��� {0, 1} ��" ��� �������� %

/�
��
3 � �7346 
  �O�M� : $ 97 9 2:9M��2�� # � M��N LO346 �
1 
  �O�M� : � 37
(16

√
ε, ε)

�
789:346 � � � 8�%8 1 O� 8 8 8� 37O7 9 M�47O94O λ > 0

7LM� O�9O # � 9: : 7 O 9O86 387 ' �2 L787 3O�� :57
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*� 84 ' �2 L787 7O 9O86! # � 
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  ��# ( �� � 
�� ���� =��� ��� ����
�� ���� ����% +��� # ����� � ��� 
� ������ ��" � �
��
� �� ��� 
�� � ���� ��� � ���� �� ���
����� �������� �� ��
� &��� ��"�� �� ���

b % � ����� ���
�������� �� BC % ���

v0, v1
� � ��� $����� ��� ��� ����� 
� ��� � �� ��
�
�� ����� % � ����$��

���
a0, a1 "����� �
�� ��
�� ��
�� "����� 
��� ��" ���"� �� ��� 
� ��� F�$���
�� ����� % +���

� �
[' �2 58O8MO7 8  � 

] =
� �

[v0 6= a
b̂
∧ c = 0] +

� �
[v1 6= a

b̂
∧ c = 1]

�K!
����� ��� ������
�
�� 
� ��&�� �$��

b, b̂, c
������ ��
 ��� �� ��" �$�� ��� � ���� ��� � ���� � �
��

���� �������� BC %��� ��� �� ����
"�� #  �� � � �� ��� # ���� � �
�� ��" ��� ��� ���� ��� C+  ����
�� ��
��
� ������� I % �� ����� � ��� 
� ������ ��" ��� 
� 
�
���� � �
�

i % ?���
"�� ���  ����� 
�� � �
�� @�
�������� �� ��
� &��� ��"�� �� ���

i
# ��
�� �� � 
�� "����� �� OT ���� � 
���� H ! %�� ��� � ��
��
�� � �
�� ������� ���"�� �� �
��

b̃
��" c̃ % 
 

c̃ = 0
���� ��
�� �������� BC ��
��

=��� � �� ��� � ��� �A����
�� � ��� C+ �������� � 
�� ��� �� 
����
i

��" ��A� ��� � �� ��� �
��� �����" �A����
�� � ��� ����� ���  �� C+ �
�� �� ���
=�
�� �����

C
# �����

C
�
������� ��

������ ��� �� 
����
b̃ % C����� 
�� 
 %� % 
 

c̃ = 1
# �� �� 
��� ��� ��"�� � ��� � ��� �A����
�� # 
 %� %� �
�� � �� ��� � =��� ��� ��������  �� C+ �
��
C

��" ��A� �A������ ��� C+ �������� � 
�� ���
�� 
����

i %
���

v
� � ��� $���� ��
�� ��� "����� 
��� 
� ��
� ������
� ��" ���

i′
� � ��� $���� � �
�� ������

�� ���
i % �� �����" ���� ���� �������
�� OT ��" BC ��� �'�
$����� 
� ���  ����� 
�� ����� ,

����� � ��� @� 
���� 
�
i
# � �
�� ���� �������� OT � �� ��� 
�� � ������� I # ��" ���

ρOT
i "����� �

"���
�� � ���
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A�" ����� 
� � �
�� @� ���"� ���� ��� ����� ��� 
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��� @� 
����
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b̂
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(a)

Alice Bob Alice

Bob

if c=1

if c=0 if c=0

if c=1

OT−Protocol

OT−Protocol

OT−Protocol

OT−Protocol

OT−Protocol

OT−Protocol

revealing: c, b 

(b)

draws bit:

on input:

on input:

on input:

draws bit:

draws bit:

on input:

on input:

on input:

c

b

b

c

b
~

~

~

~

~ ~
revealing: c, b 

b b
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���� � , ��! � �
�� @� �������� BC ���� � �� ��� 
�� � ���� ��� � � ��� ��� �
�"
�� ���� ��� � � ���
��� ����
�� ���� � �� ! � �
�� @� �������� OT  �� � ���� ��� I �� ��� @� 
����

i = b̂ %� ���� 
�� ���� � �
[b = 0] = 1/2

# 
 
ρBC

b̂
"������ ��� ����� � � �
�� @� ������ �� ��� ��" � 

������
� ��! ��" 
 
ρOT

b̂


� ��� ����� � � �
�� @� ������ �� ��� ��" � ������
� �� ! ����
ρBC

b̂
= ρOT

b̂
%

����� % +��� �� ��$�
ρOT
0 = ρBC0

��" ρOT
1 = ρBC1 % � ���� � ��� � �� ��� � � ������� I �� 
����

i = b̂ % . ���� �� ��� ����  �� ��� $�����
a0, a1

��
�� ��
�� "����� 
��� 
� ��� F�$���
�� �����
� � ���� ��� � 
� ���"� ����

� �
OT [v 6= a

b̂
] =

� �
[v0 6= a

b̂
∧ c = 0] +

� �
[v1 6= a

b̂
∧ c = 1],

����� ��� �� �B���" �
"� ������
�
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� ��&�� �$�� � ���� ��� I � 
�� ��
�� @� �������� OT ��"��� ������
�
�
�� �� ��� �
���B���" �
"�� ��� ��&�� �$�� � ������� � �
�� ��
�� @� �������� BC %���� ���� ��� �� �B���" �
"� ������
�
�� "��� ��� ������� �� �$��� ���� ��� ��� ����" $����
v


� ����! �������  �� ��� � �
$�� � �
�� ��" ��� @� 
����� % � �
�� �������� OT �� ��� 
����� #
� �
�� � �� � � ��� 
��������" 
� ��� ���
�� ��� ������� $���� �� ��� % +�� �� �B���" �
"� �
$��
��� ������
�
�� ���� 
 � ���� ��� I � 
�� � �
�� @� �������� OT 
� =�
���" ���� ��� ����
�����
$�����

a0, a1
��� 4�O ����
����� � 
�� ��� @� 
���� ��" ��� $����

v
�� "��
"�� �� ��� ��" � ���

�������� % +���  ��� �K! �� ����
� ���� , � �
OT [v 6= a

b̂
] =

� �
[' �2 58O8MO7 8  � 

].��� # ����� � ���� ���� � �
�� 
� ��
�� �������� BC ��� "������ 
� ��� ����
�� ���� �� �����
� 
�� ������
�
�� �� � ���

ε % . ���� # � �
OT [v 6= a

b̂
] ≤ ε

��" ��
�� ��� � � - # �� �� ��&
�� � ���
����
���� 
�� �������� $���
�� �� �����" 
� F�� ��& � # �� ��� � �

OT [b̂′ = b̂] ≤ 1/2+16
√
ε

# �����
b̂′


� ��� $���� � �
�� ������ �� ���
b̂ % +��� #  �� ��� $����

b̂′
��
�� � �
�� ������ �� ���

b̂
����

� �� ��� 
�� � ���� ��� � 
� ���"� ����
� �

[b̂′ = b̂] ≤ 1/2 + 16
√
ε,

�E!
����� ��� ������
�
�� 
� ��&�� �$�� � ���� ��� � ���� �������� BC 
� ���" % . ���� # � �
�� @�
�"$������ �� ���

b̂

� �� � ���
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ε % ���� # ����$�� # ���� ��� �
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� �� ���� � � ���" ��

��
�� @� �"$������ �� ���
b

��" ��� �� ��� ��� $����
b̂ % 
�  ��� # � �� ��� 
�� � ������� � ��
��

� �� � � ��� 
��������" 
� �����
�� ��� $����
b̂

�� ��� % C�� � ��� &�� ���� ���
�� � � ������� �

� ���� � �
�� @� � �A
��� �"$������ �� ���

b

� ������� ������" �� ��� � �A
��� �"$������ ���

��� ��� �� ���
b̂ % ����
�������# ��� � �A
��� �"$������ �� ���

b
����

c = 1

� ��� ��� � �� ���

� �A
��� �"$������ �� ���
b̂


� ����
c = 0 % �����������# � �
�� ��� �����

b
����

c = 0
�
��

�I



��� ��� � �"$������ �� ��� ��� �����
b̂


 
c = 1 % 1� ��&
��  ��� ����# ���  ����� 
�� ���� ����

���"� %
���

ρx,y
� � � "���
�� � ���
A � � �
�� @� ���� � ��� ������ ������� ��"
�� ��

c = x
��" b = y���� 1��� - 
� =�
���" # ��� � � ��� ��� ��$����

c

� 1��� I % 1
� 
����� ���

ρ̂x,y
� � ��
�� @� ����

� ��� ������ �� ��
� � �
�� ������� ��"
�� ��
c = x

��" b̂ = y % +���  �� ���
y ∈ {0, 1} �� ��$�

ρ0,y = ρ̂1,y
��" ρ1,y = ρ̂0,y %��� ����� � ���� ���� ��� � �� ��
�
�� ����� 
� =�
���" � �
�� � �&�� � ������� ���� �� �����

$����
b
, ��� ���� O′ ����

c = 0
��" O′′ 
 

c = 1 % ���
b′ "����� ��� $���� � �
�� ������ �� ���

b���� � ������� ��� O′ 
� ���" ��" ���
b′′

� � ��� $���� � �
�� ������ �� ���
b

���� ��� ���� O′′ %
+��� �� ��� � � � �� ��� � ���" ��� ������
�
�� ���� � �
�� ������ �
�

b
��������� ��  ����� � ,

� �
[b′ = b ∧ c = 0] +

� �
[b′′ = b ∧ c = 1] ≤ 1/2 +

|ρO′

0,0−ρO
′

0,1|1
4 +

|ρO′′

1,0 −ρO
′′

1,1 |1
4

= 1/2 +
|ρ̂O′

1,0−ρ̂O
′

1,1|1
4 +

|ρ̂O′′

0,0 −ρ̂O
′′

0,1 |1
4 .

+��� # ��
�� � ������� ���� O′ ��" O′′ ��
�� ��� ����� ��� ������� $����
b̂

�
�� �"$������ ��
� ��� |ρ̂O′

1,0−ρ̂O
′

1,1|1
4 +

|ρ̂O′′

0,0 −ρ̂O
′′

0,1 |1
4 % 1
��� ��
� � ���" 
� �
��� # �� �E! �� ��� ���� 
� 
� �� � ���
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�� B0

��" B1
 �� ��� � �� ��� B
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�� � �
�� �� 
����
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� � ��� �������
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�
�
���� ������� ���"��

�
��
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��" ���� ���� �������� B ��  ����� � , 
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�� �A������ B � �� ��� 
�� =��� ��� �A�B

���
�� � ��� � ������� I � 
�� � �
�� �� 
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��" ���� ��� �����" ����
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��! �A����
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� ������ ����

C
���� �
������� �� ������ � �
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���  ����� � B � �� ��� 
�� =��� ��� �A����
�� � ��� � ���� ��� I � 
��
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����
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��"��A� ��� �A����
�� � 
�� � �
�� �� 
����
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���
m′

0

#
m′

1

� � ��� $����� ��
�� ��� ������ �� ���
m0,m1

��
�� �������� B0
��" ���

m′′
0

#
m′′

1"����� ��� $����� ��
�� ��� ������ �� ���
m0,m1

��
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i ∈ {0, 1} ��

��$� � �
B0

[m′
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� �
[a′i = ai]

��" �
� 
�����  �� ���
j ∈ {0, 1} 
� ���"� � �

B1
[m′′

j = mj ] =� �
[a′2+j = a2+j ],

����� ��� �� �B���" �
"� ������
�
�
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# ���� % B1

��"��� �
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��" ��A�  �� �������� B1
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′
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′
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�� ��� ������ �� ��� � �
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��$� ����  �� ���
i ∈ {0, 1} 
 � �

[a′`+i = a`+i] ≥ 1−ε2 ���� � �
[a′`+1−i = a`+1−i] ≤ 1/2+16

√
2ε %

+��� �� �A�� 
���
�� � ��� �� �$� � ���"� 
�  ����� � ����  �� ��� � ��������
λ > 0

max{� �
[a′` 6= a`],

� �
[a′`+1 6= a`+1]} > λ.
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� ��� ������ ��� ���� � �
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�� ���� ���� �
��� # ��
�� ��� �����
�� �
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� ��� "�=�
�
��
� ��
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� �

[a′` 6= a`]
#
p0 =

� �
[a′` = a`]

# ��" p1 = 0. 1
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�����
qerr =

� �
[a′`+1 6= a`+1]

#
q0 = 0

# ��" q1 =
� �

[a′`+1 = a`+1] %

� ������	�� �� �		 	��� 
������� ����� ����	� 		���
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′
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min{δ0, δ1} ≥ δ
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���� � �
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�� "��
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  ��# ( � ��� =��� ���� 
 � ��� � �
�� ��" ��� ��� ������ ���� ��� ?�� �����
�� ����� 
�
� �� ��� �" � 
�� ������
�
�� � � ��� �������� �A� ����" ���� �� � >������ ������ ��" � �
��
��" ��� ��� ���� (2

1

)BC+  ��= ��
�� ��� ����"��" �����
�� ��'�
��� ���� %��� ����� � ��� 
� ������ ��" ��� � ������
�� �
�
b

�
�� � �
[b = 0] = 1/2

��" � �
�� � �� ��� 
��
� ������� - ���� �� ���
����� �������� �� ��
� &��� ��"�� �� ���

b % � ����� � �
�� @� �������� ��
OT % ���

ρ`,i

� � � "���
�� � ���
A � � � 
A�" ����� 
� � �
�� @� ���"� ���� ��� >������ �����
� ���

`
B�� 
�����
�� 
� ��� �����" #  �� ��� �

` ≥ 1
# ��" (a)

� �� ��� 
�� ��� �������� � �
�� ���
���" �������� OT ��" (b) "��
�� ���

`
B�� 
�����
�� ��� ��� ������ �
�

i %� �A� ����
"�� #  �� � � �� ��� # ���� � �
�� ��" ��� � �� ��� ��� �������
� �� (2
1

)BC+ � ���� ��� I
��" "�=��  �� � "
������� � �
�� ���  ����� 
�� �������� OT`

, 
� 
�
����# � �
�� ������� ���"�� ��
�
��

i1, i2, . . . , i`−1
��" ���� ��� � �� ��� �

`− 1
�A����
��� � ��� � ���� ��� I � 
�� �� ���
=�
��

�����
C

# ���� ����  ��
k = 1, 2, . . . , `− 1

#
C

�
������� ���
k

B�� �A����
�� � 
�� �� ������ ���
�� 
����

ik % � �A� � �
�� �A������ � ���� ��� I � 
�� ��� �� 
����
i % ���

ρ̂`,i

� � � �
�� @� ���� � 
��� ����� ���� ��� ��� �����
�� 
� =�
���" # � �
�� ��� ���" �������� OT`

# ��" ��� @� 
���� �
�

�
i % +��� �� ��$� ����  �� �$���

i ∈ {0, 1}

ρ̂`,i = ρ`,i.
�0!

� ����$�� # ��
�� F�� ��& � �� ��� ����  �� ��� ������
�
�
�� ��&�� �$�� � ���� ��� I ��" ��������
OT`


� ���"�

 � �

OT`
[i′ = i] ≥ 1/2 + δ

���� � �
OT`

[v 6= ãi] ≥ δ2

256

# �G!
 �� ��� $�����

ã0, ã1
��
�� ��
�� "����� 
��� � ��� ��� �������� 
� =�
���" % . ��� #

i′ "������ ���
$���� � �
�� ����� �� ���

i
��" v 
� ��� $���� ��� ����" �� ��� %��� �� ��� � ���& �� � ������� - % � ���� � ���� � �

[
0 :3M8 :89 47

b
M�  8MO:!] ≥ 1/2 + 16

√
ε

#
����� ��� ������
�
�� 
� ��&�� �$�� ��� ����� ��� ��" �������� OT % � ����� ��

i`
��� �
�

��� ������� 
� 
�
���� 
� ���
`
B�� 
�����
�� % �����������# ���

c`
��" v`

�� �� �� �
�� 
�$��$�"
"��
�� ���

`
B�� 
�����
�� # 
 %� % ���

c` "����� ��� �
� ���" �� ��� �� ��
�� ��" ���
v`

� � ���
$���� ��� ����" �� ��� ����� � �� ��� 
�� ��� �����
�� ���� "��
�� ��
� 
�����
�� % � ����$�� #
��� ������ �

`

��" ������ �
`

� � $���� ������ "��
�� ���
`
B�� 
�����
�� ��" ���

b′`
� � ��� $����

� �
�� ������ �� ���
b

���� ���
`
B�� 
�����
�� 
� ��� �����" ��" ��� ����
�� "��
"� �� �A�����

��� ?�� �����
�� ����� �
 %� % ���� ������ �
` = �������

` = 0
! % +��� �� ��$�

� �
[
0 :3M8 :89 47

b
M�  8MO:!] =

∑
` p` ·

� �
[b′` = b | ������ �` = �������

` = 0]

=
∑

` p` · (1/2 + δ`) ≥ 1/2 + 16
√
ε,

�����
p` =

� �
[������ �` = ������ �

` = 0] "������ ��� ������
�
�� ���� "��
�� ���
`
B��


�����
�� � ��� $����� ������ � ��" ������� ��� �'��� ��
0

# 
 %� % ��� ������
�
�� ���� ��� �"�
����� �� ���� "��
�� ��
� 
�����
�� % � ����$�� ��� $����

δ`
����"�  �� � �
�� @� �"$������ ��

�����
b

��������� 
� ��� ?�� �����
�� ����� �A�����" � ���
`


�����
��� % ���� ���� ��� ����

��'���
�� �� �$� 
� ��
�� ���� ∑

` p` · δ` ≥ 16
√
ε % � $��� 
� � ������  ������ � ��� ����� ��� 
�

���� 
 
q` "������ ��� ������
�
�� � �

[�������` = 0 ∧ �������
` = 1]

����
q` = p` %� ����� ��

i′` = b′` ⊕ c` % . ���� ��� ������
�
�
�� � �
[b′` = b | ������ �` = �������

` = 0]��" � �
[i′` = i` | �������` = �������

` = 0]
��� �'��� �� ���� ����� % ��� # ��� �
� 
� ��

�
$� � �����
����
� � ������ ��
� ������
�
�� ��" ��� ������
�
�� ���� � �
�� ������ ��� @� 
����
��������� ���� � �� ��� 
�� � ���� ��� I � 
�� �������� OT` % 1� # ����� � ��
�� ��" ��� �A�����
� ������� I ��" � �
�� ���� �������� OT` % � ����$�� # ����� � ���� ���� ��� �������� 
� =�
���" #

�K



��
�� ��
�� �
������� �������� OT �� ��
� &��� ��"�� �� ��� ��� @� 
���� �
�
i = i` % . ���� ��

��� ���� ���� �0! �� ��� ����
� �

OT`
[i′ = i] =

� �
[b′` = b | ������ �` = �������

` = 0] = 1/2 + δ`

��" ��
�� �G! �� ��� ������"� ���� � �
OT`

[v 6= ãi] ≥ δ2
`

256

 �� ��� $�����
ã0, ã1

��
�� � �
��
"����� 
��� % +��� # ����
�������  ��

ã0 = a`,0
��" ã1 = a`,1

# �����
a`,0, a`,1 "����� ��� $�����

"��
"�" �� � �
�� 
� ��� +��� ����� "��
�� ���
`
B�� 
�����
�� � � ������� - # 
� ���"�

� �
OT`

[v 6= a`,i] ≥ δ2
`

256 ,

��� % . ���� # ��
�� ���
� ��� ���� ���� �0! �� ����
� ����
� �

[v` 6= a`,i` | �������` = 0 ∧ �������
` = 1] =

� �
OT`

[v 6= a`,i` ] ≥ δ2
`

256 ,

��" =����� �� ��� ���
� ��� ��� ������
�
�� ���� ��� "������ �� ����� ��  ����� � ,
� �

[' �2 58O8MO7 8  � 
] =

∑
` q` ·

� �
[v` 6= a`,i` | �������` = 0 ∧ �������

` = 1]

≥ ∑
` p` · δ2

`

256

≥ 1
256 (

∑
` p` · δ`)2 ≥ ε.

+�� ���� ��� ��� 
��'���
�� 
� ����
��" ��
�� ������ @� 
��'���
�� � % +�
� ��� ������ ��� ���� 
���� ��� ����� ��� 
�

(16
√
ε, ε)

B����� ����
�
$� �����"
�� �� ��
�� %��� ����� � ��
�� 
� ������ ��" ��� ��
�� �� ���
����� �������� ��
�� �� ��
� &��� ��"��
�� ��� � �
�� @� 
���� �
��

m0,m1
���� � �� ��� 
�� � ������� - % � ����� ��� @� �������� �� OT��" ����� � ���� � �
�� @� 
���� �
��

m0,m1
��� ������ 
�"�� ��"����� ��" ��
 ��� ��% ���

ρ`,a0,a1

� � � "���
�� � ���
A � ��� @� ���� � ��� ����� ���� ��� >������ ����� � ���
`
B��


�����
�� 
� ��� �����" ��" (a) "��
�� ���
`
B�� 
�����
�� ��
�� ��� ������

a0, a1 ∈ {0, 1} # ��"
(b)

� �� ��� 
�� ��� ����� ��� ��� ��� ���" �������� OT %
1
� 
����� �� 
� ��� ���$
��� ���� ����
"�� #  �� � � �� ��� # ���� � �
�� ��" ��� � �� ��� ���
�������
� �� (2

1

)BC+ � ������� I % ��� � "
������� ��� �� "�=�� ���  ����� 
�� �������� OT`

,

� 
�
����# ��� ������� ���"�� �� �
��

a1,0, a1,1, a2,0, a2,1, . . . , a`−1,0, a`−1,1 % +��� �� � �� ��� �
`− 1

�A����
��� � ��� � ������� I � 
�� �� ���
=�
�� �����
C

# ���� ����  ��
k = 1, 2, . . . , `− 1

#
C

�
������� ���
k

B�� �A����
�� � 
�� �� ������ � �
�� �� 
����
ak,0, ak,1 % � ���� � � �
�� ��"��� �A����� � ������� I % ���

ρ̂`,a0,a1

� � ��� @� ���� � ��� ����� ���� ��� ��� �����
�� 
�
=�
���" # ��� ��� ���" �������� OT`

# ��" ��
�� @� 
���� �
� 
�
a0, a1 % +��� �� ��$� ����  �� ���

a0, a1 ∈ {0, 1}
ρ̂`,a0,a1

= ρ`,a0,a1
.

��)!
�� ��� ��A� ���  ����� 
�� � �"
=���
�� � ��� � � I , 
 � �
�� ��" ��� � �� ��� � ���� ��� I ��"��� ������ � �
�� "�� ��
�� �
��

a0, a1
����  �� �$��� �������� ���" �� ��� #  �� ��� $�����

a′0, a
′
1��
�� ��� ������ �� ���

a0, a1
��"  �� ��� $����

i′
��
�� ��� "����� 
��� ���� ��� ����� ���


� ��� �����" 
� ���"� ���� ,

 � �

a0,a1∈R{0,1}[a
′
i′ = ai′ ] ≥ 1 − δ2

���� � �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1−i′ = a1−i′ ] ≤ 1/2 + 16

√
2δ %

���� ���� # ��
�� ��� 
� ��
���
�� 
� ��� � � I �������� � � 85 $����� � ������
�� �
� # ��� 
� ��
B
���
�� �� �$� 
�$��$� $����� ��
�� ��� "����� 
��" �� ��� ���� ��� ����� ��� 
� =�
���" % ���

�� ?:6 :;8:
P

`
p`

D89 � 6 G677 :;8@ � H �?#6B6= �
p1, p2, p3, . . .

F8@ � 6 6.:6@C6C :? 8 <=?�8� >G>:9 C>7:=>��:>?@
�9 C6�@>@E � A?= :;6 B8G�6

δ0 = 0

� :;6 <=?�8� >G>:9
p0 = 1 −

P

`
p`

H

�E



�A�� ��� # 
 �� "
�������! ��� ������� 
� 
�
���� ������
�� � 
�
i

���� ���� � �
[i = 0] = 1/2

��"���� �� � �� ��� � � ���� ��� I �� ��� ������ 
����
i
# ���� �� ��$� ���� ��� � ��� ������
�
�
��

� �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
0 = a0]

��" � �
a0,a1∈R{0,1}[a

′
1 = a1]

��� �'��� �� 1
2(1+1/2) = 3/4

��� ��� ����B
��
�
�� � �

a0,a1∈R{0,1}[a
′
i′ = ai′ ] = 1 % 
� 
� ���� �� ��� # ���� ��� ���� � ��� � � I ���&�  �� ���

� �"
=�" $���
�� # ��� % +���  �� �������� OT`


� ���"� ����

 � �

OT`
[a′i′ = ai′ ] ≥ 1 − δ2

���� � �
OT`

[a′1−i′ = a1−i′ ] ≤ 1/2 + 16
√

2δ % ���!
��� # ��� � ���& �� � ������� - ��" ����� � ���� � �

[' �2 :89 47
(m0,m1)

M�  8MO:!] ≥ 1/2 +
16
√
ε

# ����� ��� ������
�
�� 
� ��&�� �$�� ��� ����� ��� ��" �������� OT % � ����� ��
a0,`, a1,`��� �
�� � �
�� ������� 
� 
�
���� 
� ���

`
B�� 
�����
�� % �����������# ���

c` "����� ��� �
� ���" ��
��� �� � �
�� "��
�� ���

`
B�� 
�����
�� ��" ���

z0 := a0,` ⊕mc`
, z1 := a1,` ⊕m1−c`

"����� ���
�
�� � �
�� ���" �� ��� % � ����$�� # ��� �������

`

��" ������ �
`

� � $���� ������ "��
�� ���
`
B��


�����
�� ��" ���
m′

0,`,m
′
1,`

� � ��� $����� ��� ������ �� ���
m0,m1

���� ���
`
B�� 
�����
�� 
�

��� �����" ��" ��� ����
�� "��
"� �� �A����� ��� ?�� �����
�� ����� % +��� �� ��$�
� �

[' �2 :89 47
(m0,m1)

M�  8MO:!]
=

∑
` p` ·

� �
[(m′

0,`,m
′
1,`) = (m0,m1) | ������ �` = �������

` = 0]

≥ 1/2 + 16
√

2ε,

����� # �� 
� ��� ���$
��� ���� #
p` =

� �
[������ �` = �������

` = 0] % � �=��
q` =

� �
[������ �` =

1] % +��� 
� ���"�

q` =
� �

[������ �` = 0] ≥ � �
[�������` = �������

` = 0] = p`.

� �A� # "����� ��
a′`,0 = z0⊕m′

c`

��" a′`,1 = z1⊕m′
1−c`

% 1
��� ��� ������
�
�
�� � �
[(m′

0,`,m
′
1,`) =

(m0,m1) | �������` = �������
` = 0]

��" � �
[(a′0,`, a

′
1,`) = (a0,`, a1,`) | �������` = ������ �

` =
0]

��� �'��� �� ���� ����� �� ����
�
∑

` p` ·
� �

[a′`,0 = a`,0 ∧ a′`,1 = a`,1 | ������ �` = �������
` = 0] ≥ 1/2 + 16

√
2ε.

��-!

��� �� ����
"�� ��� ��� ���� �������
` = 1 % ���

i′`
� � ��� $���� ��
�� ��� "����� 
��� ����

��� >������ ����� � ���
`
B�� 
�����
�� 
� ��� �����" ��" � �
�� ����� ��� % � ��� �� ����� �

� �
[a′`,i′

`
= a`,i′

`
| �������` = 1] ≥ � �

[a′`,1−i′
`
= a`,1−i′

`
| �������` = 1]

��" "�=��
δ`

���� ���� � �
[a′

`,1−i′
`

= a`,1−i′
`
| ������ �` = 1] = 1/2 + δ`.

� ��� �� ��� ��B
��� � ���� ��� ������
�
�� � �

[a′
`,1−i′

`

= a`,1−i′
`
| �������` = 1]


� ��� ���� ���� � �
[a′

`,1−i′
`

=

a`,1−i′
`
| �������` = ������ �

` = 0] % . ���� ��
�� ��� 
��'���
�� ��-! ��� ��� ������"�
∑

` p` ·
� �

[a′1−i′
`
,`

= a1−i′
`
,` | ������ �` = 1] ≥ 1/2 + 16

√
2ε.

+��� # �� ��$� ∑
` p` · (1/2 + δ`) ≥ 1/2 + 16

√
2ε

��" ����� ��� ��� ��� ����
� ���  ����� 
��

��'���
�� ,

∑
` p` · δ` ≥ 16

√
2ε.

��I!
��� # �� ���� ���� ��)! �� ���

� �
OT`

[a′1−i′
`
= a1−i′

`
] =

� �
[a′`,1−i′

`
= a`,1−i′

`
| ������ �` = 1] = 1/2 + δ`

�0



��" ��
�� ���! �� ��� ������"� ���� � �
OT`

[a′i′ 6= ai′ ] ≥ δ2
`

512 % . ���� # ��
�� ���
� ���� ���� ��)!
�� ����
� ����

� �
[a′`,i′

`
6= a`,i′

`
| �������` = 1] =

� �
OT`

[a′i′ 6= ai′ ] ≥ δ2`
512

��" =����� �� ��� ���
� ��� ��� ������
�
�� ���� � �
�� "������ �� ����� ��  ����� � ,
� �

[
0 :3M8 58O8MO7 8  � 

] ≥ ∑
` q` ·

� �
[a′

`,i′
`

6= a`,i′
`
| �������` = 1]

≥ ∑
` p` · δ2

`

512

≥ 1
512 (

∑
` p` · δ`)2 ≥ ε.

+�� ���� ��� ��� 
��'���
��  ����� �  ��� ������ @� 
��'���
��% +�
� ��� ������ ��� ���� ����
��� �������� 
�

(16
√

2ε, ε)
B����� ����
�
$� �����"
�� �� ��� %

� ��� � ��� 	�� � �����


� ��
� ��� �� � ���& $��
��� � '������ �
� ��� � 
�� ��� 
� 
�$���
����" % �� �
$� '������
�
� ��� � 
�� ��� ����� � ���� 
� �
������������ �
�"
�� ��" ����
�� ��" �� ���� ���� 
 �
� ��
�
��� � �
�� ��
�� ��� � 
� ��� ��
�� �� ��� ��� ��� � 
���" �
�

b
���� ��� "������ ��
� � 
��

� ������
�
��
Ω(ε2) % � ��� ��� ������ ���� ��
�� @� ������
�
�� � "�����
�� ��� �����
�� 
�

������� ���� � ��������
λ > 0 % � �
�� ��� � ���"� �� ��� ���� ��� $����

λ ≈ 0.0005
# ��
��


� $��� �� ���  ��� �����
��� � �
�� � $ 
�� ���� �������
����� ���
� ��! % 1� # �� 
�������
�� ���&
����" � � �� 
� ���$� ��� �������� %�������� ��� # �� ��$� ����� ���� 23O�(2

1

)BC+ ��� � � ��� ����" ����� ����
�
$���% �� 
����B
���
�� ���& ����" � � �� =�" � ����� ����
�
$� ����� ���  �� 7O 346 �(2

1

)BC+ % �� ����������# ���
�����
'��� "��� ��� ���� �� � � "
������ ����
����� 
� ��
� ���� # � �
��� "�� �� � ���
� �� �
�
��������
�� 
� ���
��B(2

1

)BC+ % DA
������ � ���� ����� ����
�
$� 7O 346 �(2
1

)BC+ ����" ���� �� ��
��� � ���
� 
�
�� � ����� ����
�
$� ��� �����
�� � �� ���
�����  ����
�� �� �����
�� ��� � ����"� / 
�
�� (G* %
� ���������

(�* � % �������$ # � % / 
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